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Introduction

Le but majeur de ce cours est la présentation de la construction et de I'utilisation de I'intégrale de Lebesgue,
qui généralise la théorie de I'intégration de Riemann. Il s’agira de définir un espace mesuré :

(X, A, 1)

ou :
(1) ensemble X est un ensemble quelconque,
(2) A désigne un ensemble, qui est appelé tribu, de partie de X qui sont considérées comme mesurables,
(3) u est une mesure, ce qui signifie en particulier que c’est une application qui associe & chaque ensemble E de
la tribu A une valeur positive (+oo inclus).
L’intégrale

[

de f sur E relativement & u, pour une classe de fonction f: X — R aussi dites mesurables.

La généralité tient a ce que X peut étre n’importe quel ensemble et que la plupart des fonctions que l'on a
envie de considérer sont mesurables. Nous verrons le cas particulier de ’espace euclidien R", muni
(1) d’une tribu particuliére, associée a la topologie standard de R™ (i.e. la topologie associée a n’importe quelle
norme), qui est appelée tribu borélienne et notée B(R"),
(2) d’une mesure particuliére, homogéne et invariante par translation, appelée mesure de Lebesgue et qui est
notée \,,.
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1 Tribus

Il s’agit de la premiére notion fondamentale en théorie de la mesure. Les éléments d’une tribu sont précisément
les parties d’'un ensemble qu’il va nous étre possible de mesurer.

Dans la suite du cours, sauf indication contraire, X est un ensemble, on note P(X) ensemble des parties
de X. Si Ac X, on note A® ou X\ A son complémentaire dans X.

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une collection A de parties de X est une tribu sur X si elle vérifie les
propriétés suivantes :
(ij)ona X e A;
(i) si A€ A, alors A' € A;
(iii) pour toute famille (X;);er d’éléments de A indexée par un ensemble dénombrable I, on a | J X; € A.
iel
Si A est une tribu sur un ensemble X, on dit que le couple (X, .A) est un espace mesurable.

On rappelle qu'un ensemble E est dénombrable s’il existe A € N et une bijection ¢: E — A. Toute partie
finie ou infinie de N (en particulier ’ensemble des entiers pairs, 'ensemble des entiers impairs, ’ensemble des
nombres premiers) est dénombrable, tout ensemble fini est dénombrable, le produit d’un nombre fini d’ensembles
dénombrables (en particulier N x N) est dénombrable, une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est
dénombrable, I’ensemble des nombres rationnels Q est dénombrable.

En revanche, ’ensemble des nombres réels R n’est pas dénombrable. C’est un théoréme que 'on doit a
Cantor. En conséquence, 'ensemble R\ Q des nombres irrationnels est non-dénombrable.

Enfin, notons que si E est un ensemble infini dénombrable alors il existe une bijection ¢: N — E de sorte
que l'on peut énumérer les éléments de ’ensemble F, i.e. on peut écrire E = {eg,€1,...,€n,...}.

Donnons deux exemples universels (i.e. qui s’applique pour tout ensemble) de tribus; pour tout ensemble
X, Vensemble A = P(X) des parties de X est une tribu sur X, c’est la tribu discréte. 1 enbemble A={2 X}
est également une tribu sur X, c’est la tribu grossiére.

On énonce quelques propriétés découlant facilement de la définition.

Lemme 1.2. Si X est un ensemble et 4 une tribu sur X, on a les propriétés suivantes :
(ionageA;
(ii) toute intersection dénombrable d’éléments de A est élément de A : (V(A;)ien €.4) () A € A.

ieN
(iii) Si A, B € A, alors A\B € A.

Démonstration. (i) 1l suffit de remarquer que @ = X°.
(ii)Ona N4 = (U (A,;)C)C donc si pour tout i € N, A; € A, alors AS € A, donc | (4;)° € A et enfin
z‘(EN €N i€EN
( LIJ\I(Ai)C) e A
€
(iii) On a : A\B := A n (B") et il est facile de voir par le second axiome que A n (B%) e A, d'ou A\Be A. [

Le résultat suivant énonce qu’une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Lemme 1.3. Soit X un ensemble. Si I # & est un ensemble quelconque d’indices et (A;);e; une famille de
tribus sur X, alors l'intersection
(A ={AcX; (Viel) Aec A}
el
est une tribu sur X.
Démonstration. Posons A := [ A;. On a @ € A; pour tout i € I, donc @ € A. Considérons (A, )nen de A et
el
montrons que |J A, € A. Pour tout i € I et n € N, A4,, € A;, donc |J 4, € A;, dou |J 4, € A. Enfin,
nelN neN neN
prenons A € A et montrons que A’ € A, on a A € A; pour tout i, donc A® € A; pour tout i, dott Ae A. [

Ce résultat nous permet notamment de montrer la conséquence suivante.

Lemme 1.4. Si X est un ensemble et £ < P(X), alors :
.Ag = ﬂ B

ou S désigne I'ensemble des tribus sur X contenant &, est la plus petite tribu sur X contenant &.
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Avant de commencer la preuve, précisons que dans ’énoncé ci-dessus, dire que Ag¢ est la plus petite tribu
sur X contenant & signifie que Ag est une tribu sur X et si A est une autre tribu sur X contenant &, alors
Ag c A.

La tribu Ag¢ s’appelle la tribu engendrée par € sur X.

Démonstration. On observe que S # @ car P(X) est une tribu contenant £. D’apreés le lemme 1.3, Ag est une
tribu sur X. De plus, pour tout B € S, on a £ c B et par conséquent, £  Ag. Ainsi Ag est une tribu sur X et
contient £. De plus, si A est une autre tribu sur X contenant &, i.e. A € S, alors comme Ag est par définition
I'intersection de A et des autres tribus sur X contenant £, on a Ag = A. O

Il est important de ne pas mélanger les axiomes définissant la notion de tribu de ceux définissant la notion
de topologie, d’autant plus que la définition suivante associe, canoniquement, a toute topologie une tribu.

Définition 1.5. Soit (X,U) un espace topologique (i.e. U forme la collection des ouverts de X). La tribu B
engendrée par les ouverts U sur X est la tribu borélienne (ou tribu de Borel) de X relativement & la topologie
U. Un élément de B est un borélien de X (relativement a Uf).

Proposition 1.6. Soit (X,U) un espace topologique et soit B la tribu borélienne associée. On a les propriétés
suivantes.

(i) Tout fermé de X est élément de 5.

(ii) Toute réunion dénombrable de fermés de X est élément de B.

(iii) Toute intersection dénombrable d’ouverts de X est élément de B.

Dans le cas particulier de I’espace euclidien R" pour n > 1, on peut montrer que la tribu borélienne B(R"™)
de R" est la tribu engendrée par les pavés ouverts :

D((LUZ‘)Z', (yj)j) = {(2172,’2, .. -7Zn) € Rn; (VZ € I) T, <z < yz}

lorsque (():, (y;);) parcourent les couples de n-uplets de R™ tels que z; < y; pour 1 <i < n.

En particulier, dans le cas n = 1, la tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les intervalles ouverts.
On rappelle que la valeur absolue usuelle |- | munit R d’une topologie métrique qu’on appelle topologie standard
de R. Tout intervalle ouvert est un ouvert pour cette topologie et réciproquement tout ouvert de R est réunion
dénombrable d’intervalles ouverts. Ce fait se généralise pour tout n > 1 : si I'on fixe une norme quelconque || - |
sur R™, on peut munir R" de la topologie métrique associée.

Celle-ci est indépendante de la norme choisie puisque toutes les normes sont équivalentes sur un méme espace
de dimension finie. On appelle topologie standard de R" la topologie associée.

Tout ouvert pour cette topologie est réunion dénombrable de pavés ouverts D((x;);, (y;);)-

Dans la suite, on aura a considérer des fonctions pouvant prendre des « valeurs infinies » (penser par exemple
a la fonction z — 1/4/z que l'on sait intégrer sur |0, 1] mais qui prend la valeur +o0 en 07). On définit :

R = Ru{—o, +m}

et les intervalles généralisés.

On dit qu'une partie & de R est un ouvert si I/ est réunion dénombrable d’intervalles ouverts de R et
d’intervalles généralisés Ja, +o0] et [—o0,b[ pour a,b € R. La famille des ouverts U de R ainsi définie, définit
une topologie sur R, appelée topologie standard de R.

On peut aussi montrer que la tribu borélienne B(R) de R est la plus petite tribu contenant & la fois les
intervalles ouverts de R et les intervalles Ja, +o0] et [—o0, b, pour tout a,b € R.
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2 Mesures

On introduit dans cette section le concept de mesure sur un espace mesurable. Une mesure peut prendre des
valeurs infinies, i.e. des valeurs dans [0, +] < R.

Définition 2.1. Soit (X, Ax) un espace mesurable. Une mesure sur (X, Ax) est une application u: Ax —
[0, +00] vérifiant :

(i) () = 0;

(ii) pour toute suite (A;); de Ax telle que A; " A; = @ dés que i # j, on a
p(JA) =) mA)
i>1 i>1
Un espace mesuré est un triplet (X, Ax, 1) ou (X, Ax) est un espace mesurable et p est une mesure sur (X, Ax).

Exemple 2.2. Donnons quelques exemples de mesures.

(1) En premier lieu, (N, P(N)) est un espace mesurable, cela correspond au cas de la tribu dite discréte. Le
cardinal permet alors de définir une mesure u que 'on appelle mesure de dénombrement : si E < N, on pose
w(E) =400 si E est infini et p(F) = Card(E) si E est fini.

(2) Soit (X,.A) un espace mesurable. Soit zg € X et A € A. On définit §,,: A — [0, +00] par

1 sizge A
6$°<A>_{ 0 sizg¢ A

L’application d,, est une mesure appelée mesure de Dirac en xg sur X. On a déja 0,,(2) = 0 pour tout zg € X
car zo ¢ @. Si (Ap)n € A, avec les (Ay,), deux a deux disjoints, on a

1

~ 0

sixg € UATL
n

sinon

donc
{ 1 sizgelJAn

0 sinon

Théoréme 2.3. Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

(i) SineNxg et Ay,..., A, € A sont des parties deux a deux disjointes de X, alors
n n
p(UJA) = 2 m
i=1 i=1
En particulier si By, ..., B, € A sont quelconques, alors
n n
p({JB:) <> mB)
1=1 i=1

(ii) Si A, B € A tels que A c B, alors u(A) < u(B).
(iii) Si (A;)i>1 est une suite croissante d’éléments de A (i.e. A; < A;41 pour tout 4), alors la suite (u(A4;)):
converge dans [0, +0] et

lim wp(Ay) = UA

N—+00
=1

(iv) Si (A;)i>1 est une suite décroissante d’éléments de A (i.e. A; D A;+1 pour tout ), alors la suite (u(A4;));
converge dans [0, +0] et

A
pldr) < +oo = lim (A n( () A).
=1
Démonstration. (i) Pour la premiére partie de Iassertion, on compléte les parties Ay, ..., A, avec A; = & pour

i > n, de sorte que l'on peut appliquer le deuxiéme axiome de la définition a la suite (A;);en. Démontrons la
seconde partie de P'assertion dans le cas n = 2 (le cas général s’en déduit par récurrence) :

B1 ) B2 = (Bl\BQ) U (Bg\Bl) U (Bl M BQ)
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et les 3 parties dont on fait la réunion dans le membre de droite sont dans A et deux a deux disjointes. La
premiére partie de (i) affirme donc :

u(By  Bz) = p(B1\Bz) + (B2\B1) + u(By 0 Bs)
< (u(B1\Bz) + u(B1 1 By)) + (u(B2\B1) + pu(B1 N Bz))
= w(B1) + u(Bz).

(ii) Comme A et B sont éléments de A, alors B\A est encore élément de A et on applique (i) avec n = 2,
Ay = A, Ay = B\A. La positivité de p permet de conclure.

(iii) La convergence de (u(A;)); est justifiée par sa croissance dans [0, +o0]. Notons ensuite By = Ajp, et
B; = A\A;_1 si i > 2. Les B; sont des é¢léments de A et par construction, A4,, est la réunion disjointe des By,
pour 1 < k < n. Par conséquent

N

( U A) = p( | Br) = D m(By) = L > u(By) = m(Ax)
i>1 k>1 k>1 k=1
ot l'on a utilisé le point (i) du théoréme et le point (ii) de la définition.
(iv) L’idée est proche de celle utilisée pour (iii). Posons A := (| 4; et C; := A\A;41, pouri>1. On a A€ A,
i=1
C; € A pour tout i et A, = A v ( U Ci). Comme A est disjoint de tous les C; et que les C; sont eux-mémes
i=n
deux & deux disjoints, on déduit :

p(An) = p(A) + Y u(C;)  pourn > 1.

=n
Ona A c Ay et u(Ay) < +oo. Légalité ci-dessus pour n = 1 montre que >, u(C;) < +oo. En reprenant cette
i>1
méme égalité et en faisant cette fois tendre n vers 400, on voit que

p(An) = p(A) + lim D7 p(Ar) = p(A).

=n
O

Remarque 2.4. On peut se convaincre de la nécessité de 'hypothése u(A;) < +oo dans (iv) ci-dessus, en
considérant ’exemple de P'espace mesurable (N,P(N)) muni de la mesure de dénombrement # (i.e. #A est le
cardinal de A). Bien siir pour tout n > 1, on a #{n,n+1,n+2,...} = +o. Par ailleurs (] {n,n+1,n+2,...} =

n>=1
&, qui est de mesure nulle.

Un autre exemple fondamental de mesure est donné par la mesure de Lebesgue sur R™, que nous allons
maintenant considérer. Soit n € N+ et soit B(R") la tribu borélienne de R".
Etant donné B € B(R") et x € R", on définit « + B := {z + y; y € B} et on vérifie que x + B € B(R").

Définition 2.5. Une mesure p sur B(R") est invariante par translation si
(VBe B(R")) (VzxeR"™) u(B)=pu(x+ B).
La mesure de Lebesgue A, sur (R", B(R")) est caractérisée par les propriétés suivantes.

Théoréme 2.6. La mesure de Lebesgue Ay, est 'unique mesure définie sur B(R") satisfaisant :
(i) Ay, est invariante par translation.
(i) An([0,1]™) = 1, ot Von note [0,1]" = {(a1,...,an); 0<a; <1 (Vie[1,n])}.

Le théoréme est admis, il y a deux types de preuve : I'une constructive par Carathéodory et une autre
d’analyse fonctionnelle.

La mesure de Lebesgue A\ doit étre considérée comme une extension de la notion de longueur, Ao comme
une extension de la notion d’aire et A3 comme une extension de la notion de volume.

Le théoréme suivant découle du précédent.

Théoréme 2.7. La mesure de Lebesgue A, d’un pavé (ouvert, fermé ou semi-ouvert...) est le produit des
longueurs de ses cOtés i.e.

IS9

d
(Vd e Noo) (Vie[[1,d]) (o0 < a; <bi < +20)  Aa(] [lai bi]) = [ [Aa([ai, b))

=1 =1

A titre d’exemple, notons que \;(Q) = 0.
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3 Fonctions mesurables

Faisons d’abord de simples rappels et notations : soit f: X — Y une application d’un ensemble X vers un
ensemble Y. Pour tout B < Y, on définit ’image réciprogue de B par f :

fti={zeX; f(z)e B}.
On rappelle qu'il s’agit 1a d’une simple notation qui n’implique pas en général que f est inversible. Bien stir, on
af~1(Y) =X, f~1(@) = @ et on rappelle les formules valables pour tout A, Bc Y :
FTHAAB)=fHA) n fY(B)
fH(AuB) = fHA) v fH(B)
FHAY) = (FH )"
Si I est un ensemble quelconque d’indices, les deux premiéres formules se généralisent & () A; et |J 4;, ou

el el

A; 'Y pour tout i.

Définition 3.1. Soit (X, Ax) et (Y, Ay) des espaces mesurables et soit f: X — Y. On dit que f est (Ax, Ay)-
mesurable (ou simplement mesurable s'il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus concernées) si on a

(Be Ay) fY(B)eAx.

Remarque 3.2. (1) Cette notion ne fait pas intervenir de mesures.
(2) Pour les images directes, on n’a pas égalité en général.

Exemple 3.3. (1) Si (X, Ax) est un espace mesurable, alors Id: X — X, définie par Id(z) = x, est mesurable.
(2) Soit (X,.A) un espace mesurable et soit A < X. On note 14 la fonction indicatrice de A définie par

14: X >R

. 1 sizeA
x 0 siz¢A

Remarque 3.4. (1) En topologie, on a une caractérisation des fonctions continues, qui est aussi basée sur les
préimages. Si (X, T) et (Y, 7") sont des espaces topologiques et f: (X,T) — (Y, 7T’), alors :

f continue < (VBeT') fY(B)eT.

(2) Il y a une notion d’ensemble mesurable (les éléments d’une tribu) a ne pas confondre avec la notion de
fonction mesurable.

Proposition 3.5. L’application 14 est mesurable si et seulement si A est mesurable.

Démonstration. Les préimages possibles par 14 d’un ensemble B € B(R) sont :

e Jsi Bn{0,1} = o;

e Asile Bet0¢ B;

e A'sil¢ BetOe B;

e X si{0,1} c B.

Si A est mesurable, i.e. A € A, alors comme A est stable par complémentaire, on a aussi que A® € A. Par
ailleurs, A contient aussi @ et X puisque c’est une tribu. Ainsi, les 4 préimages possibles sont dans la tribu et
f est bien mesurable.

Réciproquement, si 14 est mesurable, alors on a par définition pour tout B € B(R), lzl(B) € A, donc en
particulier, pour B = {1}, on a 1;'({1}) = A € A. On a donc bien que A est mesurable. O

Enoncons maintenant quelques propriétés de stabilité des fonctions mesurables.

Proposition 3.6. Soit (X, Ax), (Y, Ay) et (Z, Az) des espaces mesurables. Si f: X —» Y et g: Y — Z sont
mesurables, alors la composition go f: X — Z est mesurable.

Démonstration. Soit C € Az. On a directement (go f)~1(C) = f~1(g7(0)) € Ax. O

Proposition 3.7. On considére (X, Ax) et (Y, Ay) deux espaces mesurables. Soit f: X — Y une application
(que 'on ne suppose pas nécessairement mesurable). Si on définit

faAx ={BcY; f7(B)e Ax}

qui est une partie de P(Y"), alors

(i) f« Ax est une tribu sur Y,

(ii) une application f: X — Y est (Ax, Ay )-mesurable si et seulement si Ay < fi Ax ;

(iii) fx Ax est la plus grande tribu S sur Y telle que f soit (Ax,S)-mesurable de (X, Ax) vers (Y, S).
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Remarque 3.8. La notion de fonction mesurable est sensible aux choix des deux tribus.

La proposition, dont la preuve est & chercher, montre que ’on peut construire une tribu sur I’espace d’arrivée,
qui est faite « sur mesure » pour f, i.e. pour la rendre mesurable.

Remarque 3.9. En calcul différentiel, il existe aussi une notion de poussée en avant de forme différentielle notée
fadw

Proposition 3.10. Soit (X, Ax) un espace mesurable, Y un ensemble, S un ensemble de partie de Y et Ay la
tribu sur Y engendrée par S. Une fonction f: X — Y est (Ax, Ay )-mesurable si et seulement si

(VBeS) f'B)eAx.

Démonstration. Seule 'implication réciproque nécessite une explication. On a S < f, Ax par hypothése, donc
comme fy Ax est une tribu sur Y, on déduit que Ay < f, Ax. Ainsi f est (Ax, Ay )-mesurable. O

Définition 3.11. Soit (X,Ux) et (Y,Uy) des espaces topologiques et soit Bx, By les tribus boréliennes respec-
tivement associées a Ux et Uy . On dit que f: X — Y est borélienne si f et (Bx, By )-mesurable.

En particulier, si 'image de f est incluse dans R, alors f est borélienne si et seulement si f est (A, B(R))-
mesurable.

Théoréme 3.12. On a les deux propriétés suivantes, la premiére étant un cas particulier de la seconde :

(i) Soit n € Nsg. Si f: R” — R est une fonction continue, alors f est borélienne i.e. f est (B(R"), B(R))-
mesurable.

(ii) Soit (X,Ux) et (Y,Uy) des espaces topologiques et soit Bx, By les tribus boréliennes respectivement asso-
cites & Ux,Uy. Si f: X — Y est continue, alors f est (Bx, By )-mesurable.

Remarque 3.13. La réciproque a cette implication est fausse en général ; par exemple I'indicatrice 1) ;: R - R
de lintervalle ]0, 1[, est borélienne mais discontinue en 0 et 1.

Démonstration. (i) Soit I un intervalle ouvert de R. Si f~1(I) # @ (qui est le seul cas intéressant), alors fixons
xg € f~H(I). On a f(xg) € I, donc pour un € > 0, 'un des intervalles

L= )f(wo) & fwo) +el L= [~ f(wo) +el L= f(xo) — &, +o0]

est inclus dans I. Comme f est continue, il existe n > 0 tel que si € R" vérifie |z — zo| < 0, alors f(z) € I,
(ou Pon a fixé une norme quelconque | - || sur R™). Ainsi la boule ouverte de centre zq et de rayon 7 est incluse
dans f~1(I), donc f~1(I) est un ouvert de R"™ i.e. un élément de B(R").

(ii) On utilise également la proposition : si & est un ouvert de Y, alors comme f est continue, on a f~*(U) €
Ux < Bx. Ainsi, f est (Bx, By )-mesurable. O

Proposition 3.14. Soit (X,.A) un espace mesurable. Pour tout k£ > 1, on équipe R” de sa tribu borélienne
B(R"). Soit n € N~ et soit

f=0U1,fa): X—>R"
une application. La fonction f est mesurable si et seulement si chaque f; est mesurable.

Démonstration. e Pour tout 1 < ¢ < n, notons m;: R" — R la projection sur la i-éme coordonnée. L’application
m; est continue donc borélienne. Ainsi, f; = m; o f est (A, B(R))-mesurable.

e Réciproquement, si chaque f; est mesurable, on voit qu’en fixant deux n-uplets de réels

(x1,...,2n) €t (y1,...,Yn) avec x; < y; pour tout j, on a :

FHO@) s i) = () £ Qe wal)-
k=1

La mesurabilité de f se déduit alors de celle des f;. O

Proposition 3.15. Soit (X,.A) un espace mesurable et soit u,v: X — R deux applications mesurables (R est
muni de sa tribu de Borel). Pour toute application ¢: R? — R borélienne (en particulier, pour tout ¢ continue),
I’application

h:X >R
z = ¢(u(z), v(z))

est mesurable.
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On peut maintenant énoncer le théoréme suivant qui est constamment utilisé dans les exercices pratiques.

Théoréme 3.16. Soit (X,.A) un espace mesurable. On munit R et R de leurs tribus boréliennes respectives.
(i) Si f,g: X — R sont mesurables, alors les applications :

f+g fxg max(f,g) min(f,g) [f]

sont mesurables.
(ii) Si fx: X — R est le terme général d'une suite (fi)r>1 de fonctions mesurables, alors les applications
suivantes de X dans R :

inf f supfr limsupfy liminffy
k k k k

sont mesurables. En particulier, si limy f;(r) existe pour tout z € X, alors la fonction f: X — R définie pour
tout z € X par f(x) = limy fx(x) est également mesurable.

Démonstration. Pour (i) il suffit d’appliquer la proposition 3.15 avec une fonction ¢ continue bien choisie. La
preuve de (ii) est laissée en exercice. O
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4 Fonctions simples et leur intégrale de Lebesgue

On va voir que la définition de l'intégrale de Lebesgue d’'une fonction indicatrice d’une partie mesurable
est naturelle. On cherche donc, pour définir plus généralement 'intégrale des fonctions mesurables positives, a
les approcher par des « combinaisons linéaires » d’indicatrices de parties mesurables. Ce point de vue motive
I’introduction des fonctions simples.

Définition 4.1. Soit X un ensemble. Une fonction s: X — R est une fonction simple si s ne prend qu’un
nombre fini de valeurs (i.e. s(X) est une partie finie de R).

Proposition 4.2. Si s est simple, alors il existe un unique n € N, (a1,...,a,) € R", (Ai)i1<i<n € P(X)
forment une partition de X tels que
n
s = Z O‘i]-Ai-
i=1

Démonstration. Soit n le nombre de valeurs et notons o, . . ., a,, ces n valeurs distinctes. Notons pour 1 <i < n
A; = s ({ay}). Ainsi définit, les (A;); partitionnent X. Pour tout i = 1,...,n, x € A;, on a s(x) = «a;

et
n
a;la;(z) = a;. Ainsi, I'égalité de la proposition est vraie. O
= :

J

Définition 4.3. On appelle écriture canonique d’une fonction simple la décomposition

n
s = Z o;ly,.
i=1

Proposition 4.4. Si X est un ensemble et (B;)i=1,....n € P(X), (Bi)i=1,...n € R, alors

n
§ = Z Bilp,
i=1

est simple.
Démonstration. La fonction s prend un nombre fini de valeurs, incluses dans
{Zﬁi | I c [[1,n]]}
iel

qui est fini. O

n
L’écriture ), B;1p, n'est pas, en général, la décomposition canonique.
i=1

Exemple 4.5. On a 1;g 1 + Lj_so o[ = 1R- A gauche, I’écriture est non canonique. Plusieurs écritures sont
possibles mais une seule est canonique.

Proposition 4.6. La somme et le produit de deux fonctions simples sont simples.

Démonstration. Si s et t prennent un nombre fini de valeurs, disons respectivement {a;; ¢ = 1,...,n} et
{B;; j=1,...,m}, alors s + t et st prennent des valeurs qui sont incluses respectivement dans {a; + £;; (1 <
i<n)(I1<j<m)}et{a;B; (1<i<n)(l1<j<m)}. O

n m
De plus, si s = >} a;la, et t = > B;1p, sont les décompositions canoniques de s et ¢, alors
i=1 j=1 ’

s+t= Z (ai-‘y-,Bj)lAiﬁBj et st = Z aiﬁj]‘AimBj'
1<i<n 1<i<n
1<j<sm 1<jsm

On peut méme remarquer que

max(s,t) = Z max(a;, B;)1a,~B, et min(s,t) = Z min(c;, 55)14;1B;-
1<i<n 1<i<n
1<j<m 1<j<m

Ces propriétés de stabilités par +, x, max, min, se généralisent au cas d’'un nombre fini de fonctions simples :
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Exemple 4.7. Si pour tout k =1,..., K,
ng
k
S(k) = Z O‘z(' )1A§k)
i=1
est une écriture canonique, alors
K K nyg
Z stk = Z Z agk)l
k=1 k=1i=1

Proposition 4.8. Soit (X, .4) un espace mesurable et s: X — R une fonction simple. La fonction s est (A, B(R))-
mesurable si et seulement si il existe n € N+, des parties deux & deux disjointes A; € A et desréels a; (1 < i < n)

n a®-
i<K K

1<i

n
tels que l'on ait s = )] a;ly4,.

i=1
Remarque 4.9. Soit X un ensemble & deux éléments : X = {a,b} muni de la tribu grossiére : A = {&, X}. On
voit que s = 1y, + 1y est mesurable alors que ni {a}, ni {b} ne l'est. Ceci est dii au fait que ce n’est pas la
décomposition canonique, qui est ici s = 1x.

Démonstration. e Supposons que s est mesurable. Comme les singletons sont des fermés de R, en particulier
les {;} et donc leurs préimages A; = s~ ({a;}) sont dans A.
e Réciproquement, si les (A4;); sont dans A, alors pour tout I < {1,...,n}, |JA; € A (stable par union

iel
dénombrable de A). Or ensemble P des préimages par s est justement
P = {UAi | Ic {1,...,n}}.
el
Ainsi, P c A. O

Définition 4.10. Soit (X, .A, 1) un espace mesuré et E € A. Si s: X — Ry est une fonction mesurable simple
écrite sous la forme .
s = Z a;ily,
i=1

avec a; € Ryg et A; € A, pour tout i, alors 'intégrale de Lebesgue de s sur E est définie comme étant :

J sdu = Z aip(4; N E).
E

i=1

Lemme 4.11. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soit s,t: X — Ry des fonctions simples mesurables. On a
les propriétés suivantes.
(i) Pour tout E € A,

f(s+t)du:f sdu+f tdp.
E B B

(ii) Soit (F;);>1 une suite d’éléments deux & deux disjoints de 4. On a alors

+00
sdu = .[ sdu
-[E nz::l E,

+00
avec B := |J Ek.
k=1

Démonstration. (i) Onas+t= 3, (a;+ Bj)1a,~p,; et donc
1<i<n
1<js<m

L(s Tty di = Sas + B)u(E A (A A By))

.3

= ZO@;,U,(E NA; N Bj) + Zﬂju(E NnA; N Bj).

i, 1,7
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Mais Zal,u(EmA N Bj) = Zal(z,u(EmA N Bj)) = Zalu(UEmA N Bj). De plus, | |[En A; n B =
1.7 .7 J

EmA m|_|B =En A

Ainsi,
Z%‘H(E NA;) = f sdpu.

On fait de méme avec la deuxiéme somme et on a
2. BiE A B;) = J tdp
F E

d’on ’égalité annoncée.

(ii) On a :

fyoreesm(4) )
Y Y B Ay

i neN
neN J
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5 Intégrale de Lebesgue de fonctions mesurables positives

On va maintenant définir I'intégrale des fonctions mesurables positives & partir de la définition de 'intégrale
des fonctions mesurables positives simples.

Définition 5.1. Soit (X, .4, 1) un espace mesuré et F € A. Soit f: X — [0,+00] une fonction mesurable (on
munit [0, +00] de sa tribu borélienne). L’intégrale de Lebesgue de f sur E est définie comme étant :

J fdu:=supJ sdu
E s<fJE

ol le sup est pris sur les fonctions mesurables simples positives s: X — R telles que s(z) < f(z) pour tout
re X.

On peut aisément vérifier que la définition de S g $du ne dépend que de s et pas du choix des réels a; ou des
parties mesurables A;.

Remarque 5.2. En conservant les notations de la définition, on se donne E € A. Soit f une application définie
sur F (mais pas, a priori, sur X) et a valeurs dans [0, +00]. On peut encore définir 'intégrale de f sur E : on note
A ={AeA; Ac E} (dont on peut vérifier, en exercice, que c’est une tribu sur £) et yz: Ajp — [0, +0] la
restriction de p & Ajg. On a alors que (E, Ajg, f1) est un espace mesuré et si f est (A)g, B([0, +00]))-mesurable,

alors on définit
J f C1H|E~
E

Si maintenant, g: X — [0, +00] est (A, B([0, +o0]))-mesurable, alors g5 est (Ajg, B([0, +oc]))-mesurable (ou
g|e désigne la restriction de g & E) et on a

J gdp =J 91E dpiB-
E E

On souhaite que la définition ci-dessus d’intégrale satisfasse un certain nombre de propriétés « intuitives », dont
on sait par exemple qu’elles sont vraies dans le cas de l'intégrale de Riemann. On établit ci-dessous quelques
unes de ces propriétés.

Théoréme 5.3. Soit (X, A, ) un espace mesuré. Soit f,g: X — [0, +00] des fonctions mesurables et soit E € A.
(i) Si f(x) < g(x) pour tout x € E, alors
J fdu < f gdu.
E E

Lfdu - L(f x 1) dp.

(ii) On a,

(iii) Si p(E) =0, alors

Lfduz().

(iv) S’il existe des parties Ey < X et Fy € A telles que Ey ¢ Ey, pu(E1) = 0 et pour tout = € E\Ey, f(x) =0,
alors §, fdu = 0.
(v) SiAe Aet Ac E, alors

Lfd,u s L“fdu.

| € nau=c| ran

Démonstration. (1) Soit s simple positive mesurable telle que s < f sur X, alors s- 1 < g sur X et comme
s - 1g est simple, positive, mesurable, on déduit

f sd,u=J- s-lEd,uéf gdu.
E E E

On conclut en passant au sup sur les fonctions s.
(ii) On a la série d’égalités :

deu=supj sdu=supJ- s-1gdu = sup J td,u=f f-1gdpu.
E s<fJE s<fJX t<flpJX X

(vi) Pour tout ¢ > 0, on a
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(iii) Soit s positive, mesurable, simple telle que s(z) < f(z) pour tout = € X. La définition de l'intégrale des
fonctions simples montre que SE sdp = 0 puisque p(F) = 0. On conclut par passage au sup sur s.
(iv) Soit s: X — R( simple mesurable telle que s(x) < f(z) pour tout x € X. Par hypothése sur f, on a donc

.

s(z) = 0 pour tout x € E\Ey. Dans l'écriture s = ] a;14,, on peut prendre o; = 0 (quitte a renuméroter les
i=1

«;). On a donc E\Ey c A; et A; ¢ Ey < E; pour tout i > 2. En particulier, A; = A; n E; vérifie u(4;) = 0,

pour tout ¢ > 2. Par croissance de p, on a donc pu(A4; n E) = 0 dés que i > 2 et on conclut :

J sdp = Zaiu(AimE) :0+Zaiu(AimE) = 0.
E

i=1 =2

On obtient ’assertion souhaitée en passant au sup sur les fonctions s < f.
Les assertions suivantes sont laissées en exercice. O

Dans le point (iv) du théoréme apparait la notion de partie négligeable, sur laquelle on reviendra longuement
dans le chapitre suivant. On donne dés & présent la définition de telles parties de X.

Définition 5.4 (PARTIE NEGLIGEABLE, FONCTION NULLE PRESQUE PARTOUT). Soit (X, A, i) un espace mesuré
et soit f: X — R une fonction mesurable.

(i) Une partie Ey < X est dite u-négligeable s'il existe By € A tel que Eg < Eq et u(FEy) = 0.

(ii) On dit que f est nulle p-presque partout s’il existe une partie p-négligeable Ey — X telle que f(x) = 0 pour
tout x € X\ FEy.

En utilisant le vocabulaire introduit dans cette définition, on peut déduire du point (iv) du théoréme que
I'intégrale sur X d’une fonction mesurable positive et nulle presque partout vaut 0.

On souhaite aussi bien stir que l'intégrale ainsi construite soit linéaire (i.e. que « l'intégrale de f + g est la
somme de U'intégrale de f et de 'intégrale de g »).

On va voir dans la section suivante que ce point n’est pas évident & établir et nécessite le recours & un
résultat important du cours : le théoréme de convergence monotone, ainsi que le résultat suivant qui précise
I’idée suivant laquelle on peut approcher les fonctions mesurables positives par des fonctions simples mesurables.

Théoréme 5.5 (APPROXIMATION DES FONCTIONS MESURABLES POSITIVES). Soit (X,.A) un espace mesurable
et soit f: X — [0, +00]. On munit [0, +00] de sa tribu de Borel. La fonction f est mesurable si et seulement si
il existe une suite (s;);>1 de fonctions simples mesurables sur X vérifiant,

sn(z) < f(x) et f(z)= lim si(x).

(VneN) (VeeX)  0<s(z) < sa() |

N
N

Démonstration. e Pour le sens réciproque, fixons x € X, la suite (s,(x)),>1 croit donc converge dans [0, +o0].
D’aprés le théoréme 3.16 du chapitre 3, la fonction f: X — [0, 400] définie pour tout 2 € X par
fa):= lim s,(x)

est mesurable (comme limite ponctuelle de fonctions mesurables).
e Pour le sens direct, on définit pour tout n € N+ :

D’aprés la proposition précédente, chaque ¢, : [0,+00] — R est une fonction simple mesurable (relativement
aux tribus de Borel de [0, 400] et R), positive et 'on vérifie que la suite de terme général s, = ¢, 0 f: X > R
convient. ]
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6 Théoréme de convergence monotone de Lebesgue

Un ingrédient permettant d’établir la linéarité de l'intégrale des fonctions mesurables positives, qui est aussi
I’'un des résultats les plus importants de ce cours est le théoréme suivant.

Théoréme 6.1 (CONVERGENCE MONOTONE DE LEBESGUE). Soit (X, .4, ) un espace mesuré et soit f,: X —
[0, +00] le terme général d’une suite de fonctions mesurables telles que,

(V?’L = 1) (V.’L‘ € X) fn(x) < fn+1(w)
alors la fonction
f: X —[0,+]
x— lim f,(z)

n—+0o0

est mesurable. De plus, la suite (SX frdp)n=1 converge et

m JX fndu = L fdu.
Démonstration. Notons

I, :=f frndu.
X

et pour tout n € N,

Comme la suite de fonction (f,,) est croissante et majorée par f, la suite (I,,), (qui est & valeurs dans [0, +0])
est croissante, donc sa limite (qui est éventuellement infinie) existe et cette suite est majorée par I, de sorte que
I'on a

Pour démontrer 'inégalité dans l'autre sens, considérons une fonction simple mesurable s qui vérifie 0 < s < f.
Soit ¢ une constante strictement inférieure & 1. Posons pour tout n € N,

Xni={zreX; fulz) <c-s(z)}

Les ensembles X, sont mesurables, car les fonctions (f,,)n et s le sont et pour tout n € N, ensemble X,, peut
donc se réécrire comme la préimage d’un borélien par une application mesurable. De plus, la suite (X,,), est

croissante car la suite (fy,), est croissante. Enfin, | J X,, = X. Pour tout z € X, la suite (f,(x)), converge
neN
simplement vers f(z) et f(z) = s(z) > c¢- s(z). En utilisant la définition de l'intégrale d’une fonction simple, on

en déduit
lim sdy = J sdyu.
X X

n—+o0
n

Par ailleurs, on a
I">J fnd,u>cj sdu.
Xn X

n

En prenant la limite des deux co6tés, on en déduit

i >
nlirfwfn = cf sdyu.

n

En faisant tendre ¢ vers 1, on en déduit que

lim I, >J sdpu.
b'e

n—+00

Comme cette inégalité est vraie pour toute fonction simple positive mesurable s majorée par f, on obtient bien
que

lim I, > I.
n—+00
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Le théoréme de convergence monotone combiné au théoréme 5.5 du chapitre 5 et au lemme 3.16 du chapitre
4 permet d’obtenir finalement les propriétés générales de linéarité souhaitées.

Théoréme 6.2 (LINEARITE DE L'INTEGRALE DES FONCTIONS POSITIVES). Soit (X, .A, ) un espace mesuré. On
a les propriétés suivantes :
(i) Si f,g: X — [0, 400] sont mesurables, alors pour tout E € A,

jE(erg)du = fEfdﬂ+ngdu-

(ii) Soit f,: X — [0, +o0] le terme général d’une suite de fonctions mesurables. La fonction

f: X — [0,+]
+0
T — 2 fn(x)
n=1

est mesurable et pour tout F € A, on a

Joran= 2 ([r)

(iii) Si f: X — [0, +00] est mesurable et si (E;);>1 est une suite d’éléments deux a deux disjoints de A, alors

Lfdu=§JEnfdu

0
avec E := |J E.
k=1

Démonstration. (i) On a vu qu'il existe une suite croissante (s, ), de fonctions simples mesurable qui converge
simplement vers f et de méme, une suite de fonctions simples mesurables qui converge simplement vers g, alors
(Sn + tn)n est une suite de fonctions simples mesurables qui converge simplement vers f + g. On a que pour

tout n,
J ($p + tn)dp =J sndu+f t, du.
X X X

On applique le théoréme de convergence monotone aux 3 intégrales pour arriver a

L(fﬂ})du = LfdquLgdu.

(ii) On applique le théoréme de convergence monotone a la suite des sommes partielles sy (x) = >, fn(z). Cela
n=0
donne

1ij{fn£{ sydp = JX(liI{fnsN)d,u
soit

N +0o0
lij{,n;ofndu = L ( > fn) du

n=0

en étendant par récurrence la linéarité de 'intégrale & un nombre finie arbitraire de fonctions. Ainsi,

B Jm= [ (R )

n=0 n=0

N
(iii) 11 suffit d’appliquer le théoréme de convergence monotone a fy := >, 14, . O
n=0

Théoréme 6.3 (LEMME DE FATOU). Soit (X, A, i) un espace mesuré et f,: X — [0,4+00] le terme général
d’une suite de fonctions mesurables. On a alors

n—

J liminf f, dp <lim inff fn dp.
X +0 n—+0 |5
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Démonstration. Notons g, := gnf fr. C’est une suite croissante de fonction mesurables, donc par le théoréme
=>n

de convergence monotone,

limJ gn dp = J lim g,, du.

On a pour tout n, g, < f,, donc SX gndp < SX fndu. On en déduit donc de l'inégalité précédente que
lim inff gndp < lim inff fndp.
n X n X
Ici, comme la suite (gy,), est croissante, lim,, SX gn dp existe, donc
lim inff gndp = limJ gndp
n X noJx

d’ou le résultat. O

Remarque 6.4. On peut en déduire une autre inégalité avec la limite sup, mais le sens de I'inégalité change !
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7 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

On fixe un espace mesuré (X, A, p1).

Définition 7.1. Une fonction f: X — R est p-intégrable (on dira simplement intégrable lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur l'espace mesuré ambiant) si
(i) f est (A, B(R))-mesurable,

(ii) §y [f]dp < +o0.
On note

LHp) = LYX, A, ) = {f: X - R; f est pu-intégrable}.
Pour E € A, on définit pour tout f e £ (u),

o +d, — -
[ ranf.ro
ou f*(z) = max{f(z),0} et f~(x) = max{—f(z),0} pour tout =z € X.

On observe que pour toute fonction f, on a les décompositions suivantes :
f=r=r Afl=f"+f

et les propriétés :
ff=0 f7/=0 suppfT nsuppf” = @.

Remarque 7.2. En utilisant les points (i) et (v) du théoréme 5.3 du chapitre 5, on voit que
Jf*’duéj |fldu < +o0 et ‘[f_dugf |fldp < +o0
E b's E b

puisque f € £'(p). Cela permet de justifier que SE fdu est définie ci-dessus comme la différence de deux
quantités finies.

Théoréme 7.3 (PROPRIETES DE L'INTEGRALE DE LEBESGUE). On conserve les notations ci-dessus.
(i) L’ensemble £' (1) est un R-espace vectoriel et pour tout E € A, Papplication

L'(n) - R
fro | s
E
est linéaire. En d’autre termes, pour tout f,g € L’l(,u) et tout ce R, on a :
f (f+g)du =J fdu+J gdp et f (Cf)du=6f fdu.
E E E E E
(ii) Pour tout f,ge £'(u) et tout F € A :
(Vo B) f(e) < g) > | faus | gan
E E

(iii) Pour tout f € £'(u) et tout E € A :

| fdu‘ <[ 191an
E E
(iv) Pour tout f € £'(u) et toute suite (F;);>; d’éléments de A deux & deux disjoints :

de,u=Zf fduavecE=UEk.
2 k=1 Ek k=1

(v) Pour tout E € A et tout fe L' (u) :

| rau=| roapan

(vi) Soit E € A. Pour tout f € £*(x), si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
o u(E) =0;
e f(x) = 0 pour tout x € E\Ey ou Ey c X vérifie Ey ¢ E; pour un E; € A tel que u(E;) =0;

alors on a :
J fdu=0.
E
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On peut maintenant énoncer le résultat qui est probablement le plus important de tout le cours : le théoréme
de convergence dominée de Lebesgue.

Théoréme 7.4 (CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE). Soit (X, .A, 1) un espace mesuré et soit
g: X — [0, +oo], fn: X >R
avec n = 1 des fonctions p-intégrables satisfaisant les deux hypotheéses suivantes :

e hypothese de domination : (Vx € X) |fn(2)| < g(x),
e hypotheése de convergence simple : la suite (f,,(2)),>1 converge simplement vers une limite f(z) pour tout
ze X.
On a alors,
(i) la fonction f: X — R ainsi définie et les (f,,)n>1 sont dans £'(u).
(ii) lorsque n — 40,

Jlen—flduﬁQ

(iii) lorsque n — +o0,

JX S = JX fn.

Démonstration. (i) La fonction f en tant que limite simple de fonctions mesurables est mesurable. De plus, en
passant & la limite dans I’hypothése de domination, on obtient pour tout x € X, |f(x)| < g(x). En intégrant,

cela donne
[ 1n1an< [ 1ol
X X
et donc f est dans £'(u).

(ii) On considére la suite de fonctions auxiliaires h,, := 2g — | f, — f|, qui est une suite de fonctions mesurables
positives, par I'inégalité triangulaire. Par le lemme de Fatou, on a donc

J liminf h, dp < lim ian hy, dp.
X X

n—+00 n—+00
De plus, avec 'hypothése de convergence simple, on a

liminf h, = 2g

n—+0o0

et donc
f liminf h, dy = f 2g du.
X X

n—+o0
9
D’autre part,

liminf | A, du :J 29 d,u—limsupJ | fn — fldu.
b's b's b's

n—+w n—-+aoo

On a donc
limsupJ- |frn — fldu <0.
X

n—+0o0

Puisque |f, — f| est positive, cela implique que lorsque n — +00, on a
[ 1= f1u -0
X
(iii) Par I'inégalité triangulaire, on a

Uxfndu—fxfdu‘ <[ 15 sl

ce qui implique que lorsque n — 400,

[ s
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8 Ensembles négligeables et espace L'(p)

On fixe un espace mesuré (X, A, ). On revient dans cette section sur la définition qui va nous permettre de
définir un quotient de ’espace El(u) qui a la propriété d’étre un R-espace normé complet (autrement dit un
espace de Banach).

Définition 8.1 (PROPRIETE VRAIE u-PRESQUE PARTOUT). Soit P une propriété relative aux éléments z € X
(penser par exemple a une inégalité f(x) = g(z) entre fonctions mesurables, & une convergence en x d’une suite
de fonctions mesurables, etc...). On dit que P est vérifiée p-presque partout sur X s’il existe N € A tel que

e u(N) =0,

o P est vérifiée en tout x € X\N.

Exemple 8.2. La fonction indicatrice des rationnels 1q est nulle A-presque partout, ot A est la mesure de
Lebesgue sur R.

On notera que 'on n’exige pas dans cette définition que {z € X; P est vérifiée en z} soit un élément de A.
Comme illustration importante des notions ci-dessus, on a la propriété suivante de finitude presque partout
des fonctions mesurables positives.

Lemme 8.3. Soit f: X — [0, +o0] une fonction mesurable telle que { f dy < 4. Si N :={z € X; f(z) = +0},
alors u(N) = 0.

Observons ensuite que deux fonctions positives mesurables coincidant p-presque partout sur X ont méme
intégrale sur tout E € A.

Lemme 8.4. Soit f,g: X — [0, +00] des fonctions mesurables (resp. f,g: X — R sont éléments de £'(u)). Soit

N = {we X; f(z) # g(@)}.

JEfdu - ngdM.

La réciproque est fausse en général pour les fonctions mesurables positives. On peut en revanche prouver
une forme de réciproque (le cas g = 0) a la fois pour les fonctions intégrables et pour les fonctions mesurables
positives. C’est 'objet du lemme suivant :

Si pu(N) = 0, alors pour tout F € A,

Lemme 8.5. Si f: X — [0, +o0] est une fonction mesurable ou si f: X — R est un élément de £'(u), alors les
assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f(z) = 0 p-presque partout ;
(i) (VE € 4) §, fdu = 0
(iii) on a § |f]dp = 0.
Démonstration. (i) = (ii). Evident.
(ii) = (iii). On utilise (ii) avec les ensembles
E* = f7H([0,+]) et ET = f71(]—,0)

qui sont bien dans A comme préimage par des fonctions mesurables de boréliens. On observe que f£ = f x 14+
et on décompose (iii) pour conclure.
(iii) = (i). On pose g = f si f est mesurable positive et g = |f| si f € £*(x). On définit pour n > 1 :

A, ={zeX; g(x) >27"}.

On a alors l'inégalité :

27"u(4,) < J

gdp < f gdu
Ap X

et donc comme d’une part p(A4,) = 0 et que d’autre part on a supposé (iii), u(A,) = 0 pour tout n. Notons
N :={ze X; g(x) # 0}.

Ona N = |J A, et on en déduit y(N) = 0. On a donc bien (i). O
neN

La notion de « propriété vraie p-presque partout » permet souvent de renforcer des énoncés donnant des
propriétés relatives a l'intégrale de fonctions plutot qu’aux fonctions elles-mémes. Pour illustrer ce principe, on
donne la « forme forte » suivante :
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Théoréme 8.6 (CONVERGENCE DOMINEE, FORME FORTE). Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soit
g: X - Ry, fn: X >R, (n=1)

des fonctions p-intégrables satisfaisant

(i) pour p-presque tout x € X, |f,(z)| < g(x),

(ii) la suite (fn(x))n>1 admet une limite pour tout x € X\N, ou N € A vérifie u(N) = 0.
Si on définit f: X — R par :

lim f,(x) siz¢N

Jw):= { 8_)+OO sizeN

alors f € £*(p1) et pour tout E e A on a :

JE fdp= lim JE fndp.

Donnons maintenant la construction de I'espace L'(x) & partir de £'(11). On conserve les notations ci-dessus
et on définit sur £'(u) la relation d’équivalence ~,, :

(f ~u 9) = (f = g p-presque partout).
D’aprés le lemme 8.4, si f € L' (p) et f ~u g, alors g € L (1t). De plus :
Vo(u) = {f € LY(n); f~u 0} ={f €L (n); f =0 p-presque partout}
est un sous-R-espace vectoriel de £'(y1). La relation d’équivalence ~, permet de définir espace L' (u).

Définition 8.7. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. On note L' (1) ’ensemble des classes d’équivalences de £* (1)
pour la relation ~,.

De maniére équivalente, L'(u) est 1’espace vectoriel quotient £'(u)/Vo(p) et une classe d’équivalence de
L'(1) pour la relation ~,, (i.e. un élément de L'(u)) est une partie de £'(x) du type

f+Vo(u) :={f+g; g€ Vo(u)}

pour un f € £'(u). On notera alors f = f + Vy(uu) I'élément de L' (1), dont f est un représentant dans £ ().
Le R-espace vectoriel quotient L!(u) a des propriétés remarquables. Tout d’abord, il est naturellement muni
d’une norme.

Proposition 8.8. L’application
L () - Rxo

f ol fl = Lmdu

est une norme sur L'(p).

. . N 1
Démonstration. On a déja vu que 'on a, méme sur L-,

o | f+gler <[ fler +lglers
o (VAeR) [Afrr = [Al- [ fllz
De plus, si || f[|z1 =0 i.e. § [f|dp =0, alors f =0 p.p. i.e. f ~ 0, soit f =0 dans L'. O

Proposition 8.9. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soit (fy,)n>1 une suite de £'(p); si

[ Ml < +e0

n=1

alors il existe une partie N © X de mesure nulle et une fonction f € £'(y) tels que

(i) (Vo e X\N) |fn(z)| < +o0 et f(x) = gl fu();
(ii) (VA€ A) §, fdu = §>]1§A fodp;

(iii) On a nLHEm Sy |f — kgl frldp = 0.
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Démonstration. (1) Pour x € X, on définit la fonction ¢: X — [0, +o0] par

+o0
o(z) = Y Ifu(@)].
k=1

La fonction ¢ est mesurable comme limite d’une suite de fonctions mesurables (la suite des sommes partielles
associées a la suite (f,,)n>1). Par positivité de |fx|, le théoréme de convergence monotone s’applique et donne

n n “+00
TR D SUAL VI ol MTAL TS o WAL PR
Lf note X/czzll THHDkZ::l X I;l X

ot la derniére inégalité provient de I’hypothése faite dans la proposition. Ainsi, ¢ € £'(x) et donc ensemble
N :={z e X; ¢(x) = +0} est un élément de A de mesure nulle. Définissons f: X — R par

0 size N
fa) = EOO fr(z) size X\N
k=1

L’inégalité triangulaire montre que f € £ (1), puisque ¢ € £ ().
(ii) Définissons pour cela la fonction g : X — R et les fonctions g,: X — R pour n > 1 par

9:=0lx\n,  Ygn= ( > fk) 1x\w-
k=1

Ces fonctions sont (A, B(R))-mesurables, comme sommes de produits de fonctions mesurables. Aussi, g est a
valeurs positives et comme p(N) =0, on a

f gdu:J ¢dp < +o0
X X

de sorte que g € £' (). Comme (g,,)n>1 converge simplement vers f sur X, le théoréme de convergence dominée
affirme alors que f € £'(1) et que pour tout A € A,

n +00
fdu = lim Jgnd = lim f frdu = andu

ou la seconde égalité utilise & nouveau le fait que u(N) = 0.
(iii) Notons que 'égalité

n
F=>fe=Ff—on
k=1
est vraie pour u-presque tout z € X. Aussi, f(z) — gn(z) — 0 lorsque n tend vers +00 pour tout « € X. Enfin,

f —gn € L' () puisque |f — gn| < |f| + g et que cette derniére somme de fonctions est intégrable. L’application
du théoréme de convergence dominée donne alors :

lim f ’f— fi
nore)x kgl

dp = lim J |f = gnldp=0.
n—+w Jy

On conclut en donnant une propriété trés importante de 'espace vectoriel normé (L*(p), | - ||1)-

Théoréme 8.10. Si (X, A, 1) est un espace mesuré et si (fy,)n>1 est une suite de Cauchy de £'(u), alors :
(i) il existe f € £'(x) et une suite extraite (fo(n))n=1 de (fn) qui converge u-presque partout vers f.
(i) la suite (f,,)n>1 (toute entiére) converge vers f dans £'(u), i.e. lorsque n tend vers +co :

[ — fl1 = L o — fdpt — 0.

(iii) le R-espace vectoriel normé (L!(u),]| - |1) est un espace de Banach.
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Démonstration. (1) Comme la suite (fy)n>1 est de Cauchy pour | - |1, il existe une application strictement
croissante ¢: N-g — Ny telle que pour tout ¢ > 1 :

I foisny — Fol <275

Considérons alors la suite de terme général g, = f,(n41)— fo(n), pour n = 1. C’est une suite de o (1) satisfaisant
I’hypothése de la proposition 8.9 d’aprés ce qui précéde. En appliquant la proposition, on en déduit I'existence
de g € £(p) coincidant p-presque partout avec

Z fsa(i+1) - fS@(i)'

i=1

On pose alors f := f,) + g et on voit donc que f € LY (1), car g et fo(1) € LY (1) et que la suite (fo(n))n=1
converge p-presque partout vers f.
(ii) Soit € > 0. D’apres le point (iii) de la proposition 8.9, on a :

n

g— Z fap(i+1) - fgp(i)

i=1

0= lim
n—+o

1 - nl—i}focug — Joti+1) = Jo(i) Il

Il existe donc un entier ¢ tel que pour tout k > ¢ :

13
I foey = fl1 < 3

Par ailleurs, quitte a augmenter la taille de ¢, pour n,m = ¢(¢) on a

I fr = fml1 <

| ™

Par 'inégalité triangulaire, on en déduit pour tout n = ¢(¥),

”fn - f”l < ”fn - fap(é)”l + Hf«p(i) - le <e.

Ainsi | f, — f|1 — 0 lorsque n tend vers +co.
(iii) D’aprés la proposition 8.8, 'espace (L(u), | - |1) est R-espace vectoriel normé et on vient de voir qu’il est
complet. C’est donc un espace de Banach. O
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9 Lien avec l'intégrale de Riemann

Cette section explique succinctement en quoi I'intégration de Lebesgue est une généralisation de l'intégrale
au sens de Riemann. Rappelons le cadre classique dans lequel la notion d’intégrale au sens de Riemann est en
général développée.

Proposition-Définition 9.1. Fixons un intervalle [a,b] de R.

(i) Une fonction f: [a,b] — R est continue par morceauz si elle est bornée sur [a, b] et si elle admet un nombre
fini de discontinuités sur [a, b].

(ii) Pour tout n > 1 et tout i € {0, ...,n}, on note

b—a
a; =a+1 .
n

Si f: [a,b] — R est continue par morceaux alors la suite de terme général

b—a n—1
D7 flai)
i=0

n

converge et U'intégrale de Riemann de f sur [a,b] est par définition la limite de cette suite.

On montre que toute fonction continue par morceaux sur un intervalle [a,b] est aussi intégrable au sens de
Lebesgue et que les notions d’intégrales de Riemann et Lebesgue coincident alors.

Proposition 9.2. Si f: [a,b] — R est une fonction continue par morceaux, alors f € Ll()\[ayb]), ol A[q,p est la
restriction & [a,b] de la mesure de Lebesgue A sur R. De plus les notions d’intégrale de Riemann et Lebesgue
coincident, i.e.

_[[a’b] fdNap) = Lb f(z)da.

Démonstration. e La mesurabilité de f relativement aux tribus boréliennes de [a, b] et R est claire, puisque a
un nombre fini de points prés, on peut partitionner [a,b] en un nombre fini d’intervalles ouverts, sur lesquels
f se restreint en une fonction continue. L’intégrabilité de f sur [a,b] s’en déduit du fait que f est bornée sur
I'intervalle compact [a, b].

e Soit n = 1. On note (a;)o<i<n la subdivision de [a,b] définie dans la définition-proposition précédente. On
considére la suite de fonctions de terme général g,,: [a,b] - R :

00(@) = 3 F(@) Lo o) + SO Ly ().
1=0

Chaque g,, est simple et la continuité par morceaux de f sur [a, b] assure que g, (x) — f(x) pour A-presque tout
x € [a, b]. Enfin on a pour tout n = 1 et pour tout = € [a, b], la majoration :

|9n ()] < sup |f].
[a,b]

Du fait que f est continue par morceaux sur [a,b], le membre de droite est fini et donc A-intégrable sur [a, b]
qui est un intervalle fermé borné. Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet alors de conclure
que f € El()\[a,b]) et que
| s@ar@ o [ ran
[a,b]

n—+00 [a,b]

n—1

Comme g, est simple pour tout n, on voit que le membre de gauche vaut Z’_T“ ‘Zo f(a;), ce qui termine la
i—

preuve. O
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10 Mesure produit, théoréme de Fubini et Tonelli

On n’expose la théorie des espaces mesurés produits que pour la classe des espaces mesurés o-finis, que ’on
définit maintenant.

Définition 10.1. Soit (X, .A, 1) un espace mesuré. On dit que (X, A, ) est o-fini 81l existe une suite (A )nen
de A telle que p(A,,) < +00 pour tout net X = |J A,.

n=0

Cette hypothese est par exemple vérifiee quand pu(X) < 400 (donc en particulier quand g est une mesure
de probabilité, i.e. u(X) = 1), quand X = N muni de la tribu discréte et de la mesure de comptage, ou quand
X = R" muni de la mesure de Lebesgue. La méthode de base pour calculer une intégrable d’une fonction de
deux variables est de se ramener & des intégrales de fonctions d’une variable. Pour cela il nous faut d’abord
expliquer comment on peut munir X x Y d’une structure d’espace mesuré quand X,Y sont tous les deux munis
d’une telle structure.

Proposition-Définition 10.2. (i) Soit (X, A1, u1) et (Y, Ag, uo) deux espaces mesurés o-finis. On note A; ® As
la tribu sur X x Y engendrée par les parties de la forme A x B, ou A € Ay, B € Ay ; on appelle tribu produit
des tribus A; et As.

(ii) I existe alors une unique mesure v sur A; ® As vérifiant v(A x B) = p1(A)uz(B) pour tout A € A; et tout
B € A;. Cette mesure est notée 1 & ps.

(iii) L’espace mesuré (X x Y, A1 ® Az, 11 ® pe) est o-fini.

On n’essaiera pas de rentrer dans le détail de la construction de cette mesure produit. Notons que, pour
les tribus boréliennes des espaces R?, on a B(R"™™) = B(R™) ® B(R™) et que, si \q désigne la mesure de
Lebesgue sur Rd, alors on a toujours Ap ., = Ay ® Ay, La mesure produit gy ® po étant définie a partir de
11 et po, on s’attend a ce qu'il en aille de méme de Iintégrale d’une fonction mesurable positive relativement a
11 ® po. Clest effectivement le contenu des théorémes de Fubini (cas des fonctions intégrables) et Tonelli (cas
des fonctions mesurables positives).

Théoréme 10.3 (TONELLI). Soit (X71,.41,u1) et (X2, As, 2) deux espaces mesurés o-finis. Si f: X7 x Xy —
[0, + 0] est une fonction A; ® Az-mesurable, alors :
(i) y — f(x,y) est une fonction (Asz, B([0, +o0]))-mesurable pour tout z € X;. De plus x — SXz f(z,y) dua(y)
est une fonction (Ajy, B([0, +00]))-mesurable.
(ii)  — f(z,y) est une fonction (Ay, B([0, +o0]))-mesurable pour tout y € X5. De plus y — SXI f(z,y)dp(x)
est une fonction (As, B([0, +00]))-mesurable.
(iii) On a :

| fepdmemey - |

X1 XxXo

X1

- JXQ < . f(z,y) d/ﬂ(x)) dpa(y).

Dans le cas particulier des fonctions boréliennes, on obtient :

( ) Aalw)) a0

Corollaire 10.4 (TONELLI POUR LES FONCTIONS BORELIENNES). Soit m,p deux entiers > 1, U ¢ R™, V < R?
des boréliens et f: U x V — [0, +0c0] une fonction borélienne. On a alors :

(i) les fonctions = — f(x,y) et y — SU f(z,y) dA,, définies respectivement sur U et V', sont boréliennes.

(ii) les fonctions y — f(z,y) et  — Sv f(z,y) d\,, définies respectivement sur V' et U, sont boréliennes.

(iii) on a :
Jva JdAmp = LeU < v f(z,y) dAp(y)> A ()

_ LEV (LEU Flz,y) d)\m(x)> dAp(y)-

En pratique dans les exercices, m et p vaudront le plus souvent 1 ou 2.

Exemple 10.5. Calculons laire du disque unité D = {(z,y) € R? 22 + y? < 1}. Par définition, D’aire d’une
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partie D est intégrale de la fonction caractéristique de D sur R?, on a donc

aire(D) = Lﬁ 1p(z,y) dra(z,y)

| (j dA<y>) aA(@)
we[-1,1] \ Jye[-vIa?,vi=a?]

= 2[ V1—22dx
ze[—1,1]

/2
= 2[ cos?(t)dt = m
—m/2

ou la derniére étape utilise la coincidence des intégrales au sens de Riemann et de Lebesgue pour les fonctions
continues bornées sur des intervalles bornés, puis un changement de variable au sens de l'intégrale de Riemann.

Dans le cas ou f n’est pas a valeurs positives, on a d’abord besoin de s’assurer que f est intégrable, ce qui
peut étre fait en appliquant le théoréme de Tonelli. On peut alors appliquer le théoréme suivant valable pour
toutes les fonctions intégrables.

Théoréme 10.6 (FUBINI). Soit (X1, A1, 1) et (Xa, Az, pt2) deux espaces mesurés o-finis. Si f: X; x X9 - R
est une fonction de £'(y; ® p2), alors :

(i) y — f(z,y) est une fonction de L£'(uy) pour presque tout x € X, et = — SX2 f(z,y)dus(y) définit un
élément de L' (pq).

(ii) # — f(z,y) est une fonction de £'(u;) pour presque tout y € X, et y — SXI f(z,y)dpi(y) définit un
élément de L' (po).

(iii) On a :

LMXQ flz,y) dpn ® po)(z,y) = Ll ( . flz,y) d,ug(y)) Ay (z)

_ L( ) dul(l’)) iz (y)-

Pour les fonctions boréliennes intégrables, on obtient :

Corollaire 10.7 (FUBINI POUR LES FONCTIONS BORELIENNES). Soit m,p deux entiers > 1, U ¢« R™V < R?
des boréliens, et f: U x V — R une fonction borélienne A,,4,-intégrable. On a alors :

(i) les fonctions = — f(z,y) et y — §,; f(x,y) d\,,, définissent respectivement des éléments de LU, A) et
LYV, \,).

(ii) les fonctions y — f(z,y) et  — §, f(z,y)d\,, définissent respectivement des éléments de LYV, \,) et
LY (U, \p).

(iii) on a :

JU><V FdAmep = LeU ( v f(@,y) dAp(y)> dAm (2)

- Lev (LEU f@9) d)\m(x)> Del)

Remarque 10.8. Dans le cas particulier d’une fonction continue sur un fermé borné U x V de R™*?, on sait
qu’elle est toujours intégrable sur U x V' ; le théoréme de Fubini s’applique alors automatiquement. En revanche
il faut bien s’assurer que la fonction f est continue et surtout que le domaine d’intégration est fermé borné...

En pratique, les théorémes de Tonelli et Fubini sont utilisés conjointement; dans le cas d’une fonction
mesurable de plusieurs variables a valeurs réelles, Tonelli permet de montrer l'intégrabilité de la fonction,
condition nécessaire a ’application de Fubini pour le calcul effectif de I'intégrale multiple.
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11 Théoréme fondamental de ’analyse et changement de variable

Dans les cours d’introduction a l'intégration au sens de Riemann, on voit en général trés tot le lien entre
intégration et calcul de primitives. On va voir que ce lien se généralise au cadre de l'intégration au sens de
Lebesgue.

Théoréme 11.1 (FONDAMENTAL DE L’ANALYSE). Soit f: [a,b] — R une fonction M-intégrable, ou A désigne la
mesure de Lebesgue sur R. Considérons F': [a,b] — R définie par

F(z) = J F ()10 () AA(E)
[a,b]

alors F' est dérivable A-presque partout sur [a,b] et pour A-presque tout x € [a, b], on a
F'(z) = f().

Démonstration. Dans le cas ou l'on suppose f continue, on peut raisonner comme suit. Notons g(z,t) =
J(t)1[4,21(t) qui est une fonction mesurable (comme produit de fonctions mesurables) définie sur [a,b] x [a, b].
Fixons un = € [a,b] et € > 0. Par continuité de f en z, il existe @ > 0 tel que pour tout h € [0,af, on a
|f(z + h)— f(z)] < e. En conservant ces notations on a donc :

%(F(x +h)—F(x) - hf(x))‘

';( (a0} () (La,a40)(t) = Lo,z (1)) AA() — hf(x))‘

1
N 'h J[a,b](f (t) = f(@) 1z 0 rm (t) d)\(t)‘
1
< (x<?25+h () - f<z>|) . f[ | L@ N0 <

On a donc montré que F est dérivable en tout x € [a, b] et que F'(x) = f(x).
Le cas général se démontre par un argument de densité, on peut en effet montrer que les fonctions continues
sur [a,b] sont denses dans £*([a,b]) pour la norme || - ||;. O

Théoréme 11.2 (DIFFERENTIATION DE LEBESGUE). Si R™ est munit de la mesure de Lebesgue A, et f €
LY(R"), alors presque partout en x on a :

1
Bz )] L(W) |f(y) — f(z)]dAn(y) — 0

« L’écart moyen au sens L' & la fonction tend vers 0 presque partout. »

On donne maintenant un énoncé du théoréme de changement de variable dans le cadre de I'intégration de
Lebesgue, qui généralise ’énoncé que 'on rappelle ci-dessous pour 'intégrale de Riemann en dimension 1.

Théoréme 11.3. Soit a < b des nombres réels et soit ¢: [a,b] — ¢([a,b]) une fonction de classe C* dont la
dérivée ne s’annule pas sur [a,b]. Si f est une fonction définie sur ([a,b]) et n’ayant qu’'un nombre fini de
discontinuités sur cet intervalle, alors

w(b) b
j F(t)dt = f (f 0 ol2)) ¢/(2) d.

v(a) a

On a bien str ¢([a, b]) = [¢(a), p(b)] (resp. ¢([a,b]) = [¢(b), p(a)]) si ¢’'(z) > 0 (resp. ¢'(x) < 0) pour tout
x € [a,b].

L’énoncé ci-dessous généralise le théoréme précédent de deux maniéres : il est valable pour 'intégrale au
sens de Lebesgue et il est énoncé pour toute dimension d > 1.

Théoréme 11.4 (FORMULE DU CHANGEMENT DE VARIABLE). Soit d > 1 et soit U,V des ouverts de R®. Soit
¢: U — V un diffeomorphisme de classe C' (i.e. une bijection différentiable de classe C! dont la réciproque est
différentiable de classe C!). Notons pour tout = (21,...,24) € U :

o@) = (p1(z1, ..., 24)s oy 0a(T1, ... 2q)).

Le déterminant jacobien de ¢ en xz € U est :

aczlfl am".fl
det(Jac(yp)) = det ( : : > .

Ony fm = Oun
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Si f e £LY(V), alors la composée
fop:USV LR

est éléments de £'(U) et on a

J Fdry = J £ o o(z)|det(Jac(p))] dAa(z).
1% U

Exemple 11.5. Exemple fondamental : 'intégral de Gauss. Soit

I =J e dx
R

I’ = (J e dx) <J eV dy) = f e~ @) g dy (par Fubini-Tonelli).
R R R?

On va utiliser un changement de coordonnées, des coordonnées euclidiennes vers les coordonnées polaires :
x = rcos(f), y = rsin(f). Posons Q = R* et Q = R x[0,2n[. Soit

on a alors

p: Q-0
(r,0) — (rcos(),rsin(f))
c’est une bijection d’inverse
2 2 Yy
(x,y) — (z* 4+ y*, arctan (g))
Ona (0) in(0)
Jac(gp) = (sin(@) r cos(0) )

donc det(Jac(y)) = rcos?(f) + rsin?(f) = r = 0. On obtient que

) L +0
I“= | re" drdf =
Q 0

2m
J re " d9> dr (Fubini-Tonelli).

0
On a donc
+o0 )
I? = 27rf re=" dr.
0
2
Or, =2re™™ =L(e ) eore™ =-14(e7) dou

ro s 1 ,eqq 1
L re dr:[—ie ]000:5

On a donc I? = 27 x % = 7 et I étant positive, on en déduit que I = /7.
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12 Intégrales a paramétre

Le cas d’étude typique auquel cette section s’intéresse est le suivant : soit £ un borélien de R" et soit I un
intervalle de R. On considére une application

et on s’intéresse aux propriétés (continuité, dérivabilité, ...) de la fonction
F:1->R

t— JE flz,t)d\,(z)

(Pour que cette fonction soit bien définie, il faut pour tout ¢ € I, que = — f(z,t) soit dans £'(E), ou bien soit
positive mesurable - auquel cas on doit en général autoriser des valeurs infinies pour F-). Le paramétre dont il
est question dans le titre de cette section est ici t.

On se concentre d’abord sur un résultat assurant la continuité de la fonction F' ci-dessus (localement en un
to € I, puis globalement en I).

Théoréme 12.1 (CONTINUITE SOUS LE SYMBOLE ). Soit (X, A, 1) un espace mesuré, soit £ € A et soit I ¢ R
un intervalle. On considére une application f: E x I — R. Soit tg € I. Supposons que :

(i) pour t # to dans un voisinage de tg, la fonction définie par x — f(xz,t) est éléments de El(ﬂlE), ot g
désigne la restriction de la mesure p & la partie mesurable E';

(ii) tli)%f(x,t) = f(x,ty) pour p-presque tout z € F;

(iii) il existe g: E — Rsg, élément de EI(M‘E), N e A satisfaisant pu(N) = 0 et € > 0 tels que
(Ve e I\{to}) (It —to| <e= ([f(2,8)] < g(2); Yo e E\N)).

On a alors que Papplication définie par z — f(z,tp) définit un élément de Ll(,u| £) et on a la formule

i | flent)due) = [ ft0) duto)
=t Jp E

Démonstration. Il s’agit d’une application du théoréme de convergence dominée. On utilise l'interprétation
séquentielle de la continuité : on introduit une suite (¢,),>1 de I dont tous les termes sont distincts de ¢ et qui
converge vers to. On considére alors la suite dont le terme général est défini par f,(x) = f(x,t,). O

La conséquence suivante est évidente. Le résultat traduit le fait qu’une fonction est par définition, continue
sur un intervalle si elle est continue en chacun de ses points.

Corollaire 12.2. On conserve les notations du théoréme précédent. On suppose que :

(i) pour t € I, la fonction définie par x — f(x,t) est élément de El(u‘E), ol p g désigne la restriction de la
mesure 4 & la partie mesurable E';

(ii) pour p-presque tout x € E, Papplication I — R définie par t — f(x,t) est continue;

(iii) il existe g: E — Ry, élément de El(u‘E), telle que pour tout ¢t € I et pour u-presque tout x € E, on a

|f(z,1)] < g(x).
On a alors que 'application définie sur I par t — SE f(z,t) du(x) est continue sur I.

On souhaite maintenant étudier la dérivabilité de la fonction F'. L’analogue du théoréme 12.1 est le suivant.

Théoréme 12.3 (DERIVABILITE SOUS LE SYMBOLE {). Soit (X, .4, x) un espace mesuré, soit £ € A et soit
I < R un intervalle ouvert. On considére une application f: E x I — R. Soit ¢y € I. Supposons que :

(i) il existe € > 0 tel que pour t € |ty — &, to + €[ = I, la fonction définie par x +— f(x,t) est élément de £ (e ;
ainsi on a bien notre fonction F': Jtg — &,t0 + ¢[ — R;

(ii) pour € > 0 comme dans (i), I'application t — f(z,t) est dérivable sur |to — e,y + €[ pour u-presque tout
z € E; on note %(z, t) cette dérivée;

(iii) il existe g: E — Rsxo, élément de £'(yyz), N € A satisfaisant u(N) = 0 et £ > 0 comme dans (i) et (ii) :

af(x,t)‘ <g(z) (Vz e E\N)).

(Vte I\{to})) |t—to] <e — ( .
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On a alors que I'application donnée pour ¢ € |tg —e, to + [ définie par = — %{(x, t) définit un élément de Ll(u|E)

et application F' de (i) est dérivable en ty et

F(to) JE %{(:c,to) ().

Démonstration. On procéde de maniére analogue & la preuve du théoréme 12.1. O
De méme que pour la continuité, on a la forme « globale » suivante du théoréme précédent.

Corollaire 12.4. On conserve les notations du théoréme précédent. On suppose que :

(i) pour t € I, la fonction définie par = — f(x,t) est élément de L’l(ME), oil jup désigne la restriction de la
mesure 4 & la partie mesurable E,

(ii) Papplication t — f(x,t) est dérivable sur I pour u-presque tout z € E ; on note %(x, t) cette dérivée,

(iii) il existe g: E — Rxg, élément de £1(M‘E), telle que pour tout ¢t € I et pour u-presque tout x € E, on a

‘ or

P (a:,t)’ < g(x).

On a alors que Papplication définie pour tout ¢ € I par  — % (x,t) est élément de L! (&)- De plus, 'application

ot
F de (i) est dérivable sur I et pour tout ¢y € I,

0
Fllty) = J a—f(xﬂfo) ().
ot
Exemple 12.5. Application & ’étude de la fonction Gamma d’Euler :

+oo
t>0) I'(t)= J e da.
0

Posons f(x,t) = x'~1e™®. On commence par observer que :
<Vt> O) f(?t) ELl([0,00[,B([O, +OO[7)‘1)'

De plus, f(z,t) = e=Dm@)=2 o pour tout x € 0, oo,

0
1) = (et < ()t e
A cause de la dégénérescence de % en t =0 (le terme en %, qui empéche d’isoler une fonction de domination

g1 € L') on introduit § > 0 tel que I5 = |3, +oo[ et g1(x) = |In(z)|2°~te™® qui est bien L' et qui domine %{

pour t € I5. Ainsi, par dérivation sous l'intégrale, on a

I'(t) = LJFOC In(z)zte " dx (Vte )6, +0]) (V6 > 0)

donc pour tout t > 0. En observant que pour tout £ € N-g, on a :

ok f

Sr(@t = (n@)a e

et donc, en posant
gi(x) = (In(z))*z* e ™

on a que g; € L' et que

*f

otk

(:v,t)‘ < gr(z) (Veels).

Ainsi, la fonction I' est C® sur R~ avec

+oo
(¥t >0) (vke N) TH(t) — L (In(z))* 21~ da.
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