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Introduction
Le but majeur de ce cours est la présentation de la construction et de l’utilisation de l’intégrale de Lebesgue,

qui généralise la théorie de l’intégration de Riemann. Il s’agira de définir un espace mesuré :

pX,A, µq

où :
(1) l’ensemble X est un ensemble quelconque,
(2) A désigne un ensemble, qui est appelé tribu, de partie de X qui sont considérées comme mesurables,
(3) µ est une mesure, ce qui signifie en particulier que c’est une application qui associe à chaque ensemble E de
la tribu A une valeur positive (`8 inclus).

L’intégrale
ż

E

f dµ

de f sur E relativement à µ, pour une classe de fonction f : X Ñ R aussi dites mesurables.

La généralité tient à ce que X peut être n’importe quel ensemble et que la plupart des fonctions que l’on a
envie de considérer sont mesurables. Nous verrons le cas particulier de l’espace euclidien Rn, muni
(1) d’une tribu particulière, associée à la topologie standard de Rn (i.e. la topologie associée à n’importe quelle
norme), qui est appelée tribu borélienne et notée BpRn

q,
(2) d’une mesure particulière, homogène et invariante par translation, appelée mesure de Lebesgue et qui est
notée λn.
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1 Tribus
Il s’agit de la première notion fondamentale en théorie de la mesure. Les éléments d’une tribu sont précisément

les parties d’un ensemble qu’il va nous être possible de mesurer.
Dans la suite du cours, sauf indication contraire, X est un ensemble, on note PpXq l’ensemble des parties

de X. Si A Ă X, on note AA ou XzA son complémentaire dans X.

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une collection A de parties de X est une tribu sur X si elle vérifie les
propriétés suivantes :
(i) on a X P A ;
(ii) si A P A, alors AA P A ;
(iii) pour toute famille pXiqiPI d’éléments de A indexée par un ensemble dénombrable I, on a

Ť

iPI

Xi P A.

Si A est une tribu sur un ensemble X, on dit que le couple pX,Aq est un espace mesurable.

On rappelle qu’un ensemble E est dénombrable s’il existe A Ă N et une bijection φ : E Ñ A. Toute partie
finie ou infinie de N (en particulier l’ensemble des entiers pairs, l’ensemble des entiers impairs, l’ensemble des
nombres premiers) est dénombrable, tout ensemble fini est dénombrable, le produit d’un nombre fini d’ensembles
dénombrables (en particulier NˆN) est dénombrable, une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est
dénombrable, l’ensemble des nombres rationnels Q est dénombrable.

En revanche, l’ensemble des nombres réels R n’est pas dénombrable. C’est un théorème que l’on doit à
Cantor. En conséquence, l’ensemble R zQ des nombres irrationnels est non-dénombrable.

Enfin, notons que si E est un ensemble infini dénombrable alors il existe une bijection φ : N Ñ E de sorte
que l’on peut énumérer les éléments de l’ensemble E, i.e. on peut écrire E “ te0, e1, . . . , en, . . .u.

Donnons deux exemples universels (i.e. qui s’applique pour tout ensemble) de tribus ; pour tout ensemble
X, l’ensemble A “ PpXq des parties de X est une tribu sur X, c’est la tribu discrète. L’ensemble A “ t∅, Xu

est également une tribu sur X, c’est la tribu grossière.
On énonce quelques propriétés découlant facilement de la définition.

Lemme 1.2. Si X est un ensemble et A une tribu sur X, on a les propriétés suivantes :
(i) on a ∅ P A ;
(ii) toute intersection dénombrable d’éléments de A est élément de A : p@pAiqiPN P Aq

Ş

iPN

Ai P A.

(iii) Si A,B P A, alors AzB P A.

Démonstration. (i) Il suffit de remarquer que ∅ “ XA.
(ii) On a

Ş

iPN

Ai “
`

Ť

iPN

pAiq
A
˘A donc si pour tout i P N, Ai P A, alors AA

i P A, donc
Ť

iPN

pAiq
A P A et enfin

`
Ť

iPN

pAiq
A
˘A

P A.

(iii) On a : AzB :“ A X pBAq et il est facile de voir par le second axiome que A X pBAq P A, d’où AzB P A.

Le résultat suivant énonce qu’une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Lemme 1.3. Soit X un ensemble. Si I ‰ ∅ est un ensemble quelconque d’indices et pAiqiPI une famille de
tribus sur X, alors l’intersection

č

iPI

Ai :“ tA Ă X; p@i P Iq A P Aiu

est une tribu sur X.

Démonstration. Posons A :“
Ş

iPI

Ai. On a ∅ P Ai pour tout i P I, donc ∅ P A. Considérons pAnqnPN de A et

montrons que
Ť

nPN

An P A. Pour tout i P I et n P N, An P Ai, donc
Ť

nPN

An P Ai, d’où
Ť

nPN

An P A. Enfin,

prenons A P A et montrons que AA P A, on a A P Ai pour tout i, donc AA P Ai pour tout i, d’où AA P A.

Ce résultat nous permet notamment de montrer la conséquence suivante.

Lemme 1.4. Si X est un ensemble et E Ă PpXq, alors :

AE :“
č

BPS
B

où S désigne l’ensemble des tribus sur X contenant E , est la plus petite tribu sur X contenant E .
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Avant de commencer la preuve, précisons que dans l’énoncé ci-dessus, dire que AE est la plus petite tribu
sur X contenant E signifie que AE est une tribu sur X et si A est une autre tribu sur X contenant E , alors
AE Ă A.

La tribu AE s’appelle la tribu engendrée par E sur X.

Démonstration. On observe que S ‰ ∅ car PpXq est une tribu contenant E . D’après le lemme 1.3, AE est une
tribu sur X. De plus, pour tout B P S, on a E Ă B et par conséquent, E Ă AE . Ainsi AE est une tribu sur X et
contient E . De plus, si A est une autre tribu sur X contenant E , i.e. A P S, alors comme AE est par définition
l’intersection de A et des autres tribus sur X contenant E , on a AE Ă A.

Il est important de ne pas mélanger les axiomes définissant la notion de tribu de ceux définissant la notion
de topologie, d’autant plus que la définition suivante associe, canoniquement, à toute topologie une tribu.

Définition 1.5. Soit pX,Uq un espace topologique (i.e. U forme la collection des ouverts de X). La tribu B
engendrée par les ouverts U sur X est la tribu borélienne (ou tribu de Borel) de X relativement à la topologie
U . Un élément de B est un borélien de X (relativement à U).

Proposition 1.6. Soit pX,Uq un espace topologique et soit B la tribu borélienne associée. On a les propriétés
suivantes.
(i) Tout fermé de X est élément de B.
(ii) Toute réunion dénombrable de fermés de X est élément de B.
(iii) Toute intersection dénombrable d’ouverts de X est élément de B.

Dans le cas particulier de l’espace euclidien Rn pour n ě 1, on peut montrer que la tribu borélienne BpRn
q

de Rn est la tribu engendrée par les pavés ouverts :

Dppxiqi, pyjqjq :“ tpz1, z2, . . . , znq P Rn; p@i P Iq xi ă zi ă yiu

lorsque ppxiqi, pyjqjq parcourent les couples de n-uplets de Rn tels que xi ă yi pour 1 ď i ď n.
En particulier, dans le cas n “ 1, la tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les intervalles ouverts.

On rappelle que la valeur absolue usuelle | ¨ | munit R d’une topologie métrique qu’on appelle topologie standard
de R. Tout intervalle ouvert est un ouvert pour cette topologie et réciproquement tout ouvert de R est réunion
dénombrable d’intervalles ouverts. Ce fait se généralise pour tout n ě 1 : si l’on fixe une norme quelconque } ¨ }

sur Rn, on peut munir Rn de la topologie métrique associée.
Celle-ci est indépendante de la norme choisie puisque toutes les normes sont équivalentes sur un même espace

de dimension finie. On appelle topologie standard de Rn la topologie associée.
Tout ouvert pour cette topologie est réunion dénombrable de pavés ouverts Dppxiqi, pyjqjq.
Dans la suite, on aura à considérer des fonctions pouvant prendre des « valeurs infinies » (penser par exemple

à la fonction x ÞÑ 1{
?
x que l’on sait intégrer sur s0, 1s mais qui prend la valeur `8 en 0`). On définit :

R “ RYt´8,`8u

et les intervalles généralisés.
On dit qu’une partie U de R est un ouvert si U est réunion dénombrable d’intervalles ouverts de R et

d’intervalles généralisés sa,`8s et r´8, br pour a, b P R. La famille des ouverts U de R ainsi définie, définit
une topologie sur R, appelée topologie standard de R.

On peut aussi montrer que la tribu borélienne BpRq de R est la plus petite tribu contenant à la fois les
intervalles ouverts de R et les intervalles sa,`8s et r´8, br, pour tout a, b P R.
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2 Mesures
On introduit dans cette section le concept de mesure sur un espace mesurable. Une mesure peut prendre des

valeurs infinies, i.e. des valeurs dans r0,`8s Ă R.

Définition 2.1. Soit pX,AXq un espace mesurable. Une mesure sur pX,AXq est une application µ : AX Ñ

r0,`8s vérifiant :
(i) µp∅q “ 0 ;
(ii) pour toute suite pAiqi de AX telle que Ai X Aj “ ∅ dès que i ‰ j, on a

µ
`

ď

iě1

Ai

˘

“
ÿ

iě1

µpAiq.

Un espace mesuré est un triplet pX,AX , µq où pX,AXq est un espace mesurable et µ est une mesure sur pX,AXq.

Exemple 2.2. Donnons quelques exemples de mesures.
(1) En premier lieu, pN,PpNqq est un espace mesurable, cela correspond au cas de la tribu dite discrète. Le
cardinal permet alors de définir une mesure µ que l’on appelle mesure de dénombrement : si E Ă N, on pose
µpEq “ `8 si E est infini et µpEq “ CardpEq si E est fini.
(2) Soit pX,Aq un espace mesurable. Soit x0 P X et A P A. On définit δx0

: A Ñ r0,`8s par

δx0
pAq “

"

1 si x0 P A
0 si x0 R A

L’application δx0
est une mesure appelée mesure de Dirac en x0 sur X. On a déjà δx0

p∅q “ 0 pour tout x0 P X
car x0 R ∅. Si pAnqn P A, avec les pAnqn deux à deux disjoints, on a

δx0

`

ď

n

An

˘

“

#

1 si x0 P
Ť

n
An

0 sinon

donc
ÿ

ně0

δx0
pAnq “

#

1 si x0 P
Ť

n
An

0 sinon

Théorème 2.3. Soit pX,A, µq un espace mesuré.
(i) Si n P Ną0 et A1, . . . , An P A sont des parties deux à deux disjointes de X, alors

µ
`

n
ď

i“1

Ai

˘

“

n
ÿ

i“1

µpAiq.

En particulier si B1, . . . , Bn P A sont quelconques, alors

µ
`

n
ď

i“1

Bi

˘

ď

n
ÿ

i“1

µpBiq.

(ii) Si A,B P A tels que A Ă B, alors µpAq ď µpBq.
(iii) Si pAiqiě1 est une suite croissante d’éléments de A (i.e. Ai Ă Ai`1 pour tout i), alors la suite pµpAiqqi

converge dans r0,`8s et
lim

NÑ`8
µpAN q “ µ

`

ď

iě1

Ai

˘

.

(iv) Si pAiqiě1 est une suite décroissante d’éléments de A (i.e. Ai Ą Ai`1 pour tout i), alors la suite pµpAiqqi

converge dans r0,`8s et
µpA1q ă `8 ñ lim

iÑ`8
µpAiq “ µ

`

č

iě1

Ai

˘

.

Démonstration. (i) Pour la première partie de l’assertion, on complète les parties A1, . . . , An avec Ai “ ∅ pour
i ą n, de sorte que l’on peut appliquer le deuxième axiome de la définition à la suite pAiqiPN. Démontrons la
seconde partie de l’assertion dans le cas n “ 2 (le cas général s’en déduit par récurrence) :

B1 Y B2 “ pB1zB2q Y pB2zB1q Y pB1 X B2q
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et les 3 parties dont on fait la réunion dans le membre de droite sont dans A et deux à deux disjointes. La
première partie de (i) affirme donc :

µpB1 Y B2q “ µpB1zB2q ` µpB2zB1q ` µpB1 X B2q

ď pµpB1zB2q ` µpB1 X B2qq ` pµpB2zB1q ` µpB1 X B2qq

“ µpB1q ` µpB2q.

(ii) Comme A et B sont éléments de A, alors BzA est encore élément de A et on applique (i) avec n “ 2,
A1 “ A, A2 “ BzA. La positivité de µ permet de conclure.
(iii) La convergence de pµpAiqqi est justifiée par sa croissance dans r0,`8s. Notons ensuite B1 “ A1, et
Bi “ AizAi´1 si i ě 2. Les Bi sont des éléments de A et par construction, An est la réunion disjointe des Bk

pour 1 ď k ď n. Par conséquent

µ
`

ď

iě1

Ai

˘

“ µ
`

ď

kě1

Bk

˘

“
ÿ

kě1

µpBkq “ lim
NÑ`8

N
ÿ

k“1

µpBkq “ lim
NÑ`8

µpAN q

où l’on a utilisé le point (i) du théorème et le point (ii) de la définition.
(iv) L’idée est proche de celle utilisée pour (iii). Posons A :“

Ş

iě1

Ai et Ci :“ AizAi`1, pour i ě 1. On a A P A,

Ci P A pour tout i et An “ A Y
`

Ť

iěn

Ci

˘

. Comme A est disjoint de tous les Ci et que les Ci sont eux-mêmes

deux à deux disjoints, on déduit :

µpAnq “ µpAq `
ÿ

iěn

µpCiq pour n ě 1.

On a A Ă A1 et µpA1q ă `8. L’égalité ci-dessus pour n “ 1 montre que
ř

iě1

µpCiq ă `8. En reprenant cette

même égalité et en faisant cette fois tendre n vers `8, on voit que

µpAnq Ñ µpAq ` lim
nÑ`8

ÿ

iěn

µpAiq “ µpAq.

Remarque 2.4. On peut se convaincre de la nécessité de l’hypothèse µpA1q ă `8 dans (iv) ci-dessus, en
considérant l’exemple de l’espace mesurable pN,PpNqq muni de la mesure de dénombrement # (i.e. #A est le
cardinal de A). Bien sûr pour tout n ě 1, on a #tn, n`1, n`2, . . .u “ `8. Par ailleurs

Ş

ně1
tn, n`1, n`2, . . .u “

∅, qui est de mesure nulle.

Un autre exemple fondamental de mesure est donné par la mesure de Lebesgue sur Rn, que nous allons
maintenant considérer. Soit n P Ną0 et soit BpRn

q la tribu borélienne de Rn.
Étant donné B P BpRn

q et x P Rn, on définit x ` B :“ tx ` y; y P Bu et on vérifie que x ` B P BpRn
q.

Définition 2.5. Une mesure µ sur BpRn
q est invariante par translation si

p@B P BpRn
qq p@x P Rn

q µpBq “ µpx ` Bq.

La mesure de Lebesgue λn sur pRn,BpRn
qq est caractérisée par les propriétés suivantes.

Théorème 2.6. La mesure de Lebesgue λn est l’unique mesure définie sur BpRn
q satisfaisant :

(i) λn est invariante par translation.
(ii) λnpr0, 1snq “ 1, où l’on note r0, 1sn “ tpa1, . . . , anq; 0 ď ai ď 1 p@i P rr1, nssqu.

Le théorème est admis, il y a deux types de preuve : l’une constructive par Carathéodory et une autre
d’analyse fonctionnelle.

La mesure de Lebesgue λ1 doit être considérée comme une extension de la notion de longueur, λ2 comme
une extension de la notion d’aire et λ3 comme une extension de la notion de volume.

Le théorème suivant découle du précédent.

Théorème 2.7. La mesure de Lebesgue λn d’un pavé (ouvert, fermé ou semi-ouvert...) est le produit des
longueurs de ses côtés i.e.

p@d P Ną0q p@i P rr1, dssq p´8 ă ai ă bi ă `8q λd

`

d
ź

i“1

rai, bis
˘

“

d
ź

i“1

λdprai, bisq.

À titre d’exemple, notons que λ1pQq “ 0.
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3 Fonctions mesurables
Faisons d’abord de simples rappels et notations : soit f : X Ñ Y une application d’un ensemble X vers un

ensemble Y . Pour tout B Ă Y , on définit l’image réciproque de B par f :

f´1 :“ tx P X; fpxq P Bu.

On rappelle qu’il s’agit là d’une simple notation qui n’implique pas en général que f est inversible. Bien sûr, on
a f´1pY q “ X, f´1p∅q “ ∅ et on rappelle les formules valables pour tout A,B Ă Y :

f´1pA X Bq “ f´1pAq X f´1pBq

f´1pA Y Bq “ f´1pAq Y f´1pBq

f´1pAAq “ pf´1pAqqA.

Si I est un ensemble quelconque d’indices, les deux premières formules se généralisent à
Ş

iPI

Ai et
Ť

iPI

Ai, où

Ai Ă Y pour tout i.

Définition 3.1. Soit pX,AXq et pY,AY q des espaces mesurables et soit f : X Ñ Y . On dit que f est pAX ,AY q-
mesurable (ou simplement mesurable s’il n’y a pas d’ambiguïté sur les tribus concernées) si on a

pB P AY q f´1pBq P AX .

Remarque 3.2. (1) Cette notion ne fait pas intervenir de mesures.
(2) Pour les images directes, on n’a pas égalité en général.

Exemple 3.3. (1) Si pX,AXq est un espace mesurable, alors Id : X Ñ X, définie par Idpxq “ x, est mesurable.
(2) Soit pX,Aq un espace mesurable et soit A Ă X. On note 1A la fonction indicatrice de A définie par

1A : X Ñ R

x ÞÑ

"

1 si x P A
0 si x R A

Remarque 3.4. (1) En topologie, on a une caractérisation des fonctions continues, qui est aussi basée sur les
préimages. Si pX, T q et pY, T 1q sont des espaces topologiques et f : pX, T q Ñ pY, T 1q, alors :

f continue ô p@B P T 1q f´1pBq P T .

(2) Il y a une notion d’ensemble mesurable (les éléments d’une tribu) à ne pas confondre avec la notion de
fonction mesurable.

Proposition 3.5. L’application 1A est mesurable si et seulement si A est mesurable.

Démonstration. Les préimages possibles par 1A d’un ensemble B P BpRq sont :
‚ ∅ si B X t0, 1u “ ∅ ;
‚ A si 1 P B et 0 R B ;
‚ AA si 1 R B et 0 P B ;
‚ X si t0, 1u Ă B.
Si A est mesurable, i.e. A P A, alors comme A est stable par complémentaire, on a aussi que AA P A. Par
ailleurs, A contient aussi ∅ et X puisque c’est une tribu. Ainsi, les 4 préimages possibles sont dans la tribu et
f est bien mesurable.
Réciproquement, si 1A est mesurable, alors on a par définition pour tout B P BpRq, 1´1

A pBq P A, donc en
particulier, pour B “ t1u, on a 1´1

A pt1uq “ A P A. On a donc bien que A est mesurable.

Énonçons maintenant quelques propriétés de stabilité des fonctions mesurables.

Proposition 3.6. Soit pX,AXq, pY,AY q et pZ,AZq des espaces mesurables. Si f : X Ñ Y et g : Y Ñ Z sont
mesurables, alors la composition g ˝ f : X Ñ Z est mesurable.

Démonstration. Soit C P AZ . On a directement pg ˝ fq´1pCq “ f´1pg´1pCqq P AX .

Proposition 3.7. On considère pX,AXq et pY,AY q deux espaces mesurables. Soit f : X Ñ Y une application
(que l’on ne suppose pas nécessairement mesurable). Si on définit

f˚ AX :“ tB Ă Y ; f´1pBq P AXu

qui est une partie de PpY q, alors
(i) f˚ AX est une tribu sur Y ;
(ii) une application f : X Ñ Y est pAX ,AY q-mesurable si et seulement si AY Ă f˚ AX ;
(iii) f˚ AX est la plus grande tribu S sur Y telle que f soit pAX ,Sq-mesurable de pX,AXq vers pY,Sq.
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Remarque 3.8. La notion de fonction mesurable est sensible aux choix des deux tribus.

La proposition, dont la preuve est à chercher, montre que l’on peut construire une tribu sur l’espace d’arrivée,
qui est faite « sur mesure » pour f , i.e. pour la rendre mesurable.

Remarque 3.9. En calcul différentiel, il existe aussi une notion de poussée en avant de forme différentielle notée
f˚ dω

Proposition 3.10. Soit pX,AXq un espace mesurable, Y un ensemble, S un ensemble de partie de Y et AY la
tribu sur Y engendrée par S. Une fonction f : X Ñ Y est pAX ,AY q-mesurable si et seulement si

p@B P Sq f´1pBq P AX .

Démonstration. Seule l’implication réciproque nécessite une explication. On a S Ă f˚ AX par hypothèse, donc
comme f˚ AX est une tribu sur Y , on déduit que AY Ă f˚ AX . Ainsi f est pAX ,AY q-mesurable.

Définition 3.11. Soit pX,UXq et pY,UY q des espaces topologiques et soit BX ,BY les tribus boréliennes respec-
tivement associées à UX et UY . On dit que f : X Ñ Y est borélienne si f et pBX ,BY q-mesurable.

En particulier, si l’image de f est incluse dans R, alors f est borélienne si et seulement si f est pA,BpRqq-
mesurable.

Théorème 3.12. On a les deux propriétés suivantes, la première étant un cas particulier de la seconde :
(i) Soit n P Ną0. Si f : Rn

Ñ R est une fonction continue, alors f est borélienne i.e. f est pBpRn
q,BpRqq-

mesurable.
(ii) Soit pX,UXq et pY,UY q des espaces topologiques et soit BX ,BY les tribus boréliennes respectivement asso-
ciées à UX ,UY . Si f : X Ñ Y est continue, alors f est pBX ,BY q-mesurable.

Remarque 3.13. La réciproque à cette implication est fausse en général ; par exemple l’indicatrice 1s0,1r : R Ñ R
de l’intervalle s0, 1r, est borélienne mais discontinue en 0 et 1.

Démonstration. (i) Soit I un intervalle ouvert de R. Si f´1pIq ‰ ∅ (qui est le seul cas intéressant), alors fixons
x0 P f´1pIq. On a fpx0q P I, donc pour un ε ą 0, l’un des intervalles

Iε :“ sfpx0q ´ ε, fpx0q ` εr Iε :“ r´8, fpx0q ` εr Iε :“ sfpx0q ´ ε,`8s

est inclus dans I. Comme f est continue, il existe η ą 0 tel que si x P Rn vérifie }x ´ x0} ă η, alors fpxq P Iε
(où l’on a fixé une norme quelconque } ¨ } sur Rn). Ainsi la boule ouverte de centre x0 et de rayon η est incluse
dans f´1pIq, donc f´1pIq est un ouvert de Rn i.e. un élément de BpRn

q.
(ii) On utilise également la proposition : si U est un ouvert de Y , alors comme f est continue, on a f´1pUq P

UX Ă BX . Ainsi, f est pBX ,BY q-mesurable.

Proposition 3.14. Soit pX,Aq un espace mesurable. Pour tout k ě 1, on équipe Rk de sa tribu borélienne
BpRk

q. Soit n P Ną0 et soit

f “ pf1, . . . , fnq : X Ñ Rn

x ÞÑ pf1pxq, . . . , fnpxqq

une application. La fonction f est mesurable si et seulement si chaque fi est mesurable.

Démonstration. ‚ Pour tout 1 ď i ď n, notons πi : Rn
Ñ R la projection sur la i-ème coordonnée. L’application

πi est continue donc borélienne. Ainsi, fi “ πi ˝ f est pA,BpRqq-mesurable.
‚ Réciproquement, si chaque fi est mesurable, on voit qu’en fixant deux n-uplets de réels
px1, . . . , xnq et py1, . . . , ynq avec xj ă yj pour tout j, on a :

f´1pDppxiqi, pyiqiqq “

n
č

k“1

f´1
k psxk, ykrq.

La mesurabilité de f se déduit alors de celle des fi.

Proposition 3.15. Soit pX,Aq un espace mesurable et soit u, v : X Ñ R deux applications mesurables (R est
muni de sa tribu de Borel). Pour toute application ϕ : R2

Ñ R borélienne (en particulier, pour tout ϕ continue),
l’application

h : X Ñ R

x ÞÑ ϕpupxq, vpxqq

est mesurable.
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On peut maintenant énoncer le théorème suivant qui est constamment utilisé dans les exercices pratiques.

Théorème 3.16. Soit pX,Aq un espace mesurable. On munit R et R de leurs tribus boréliennes respectives.
(i) Si f, g : X Ñ R sont mesurables, alors les applications :

f ` g f ˆ g maxpf, gq minpf, gq |f |

sont mesurables.
(ii) Si fk : X Ñ R est le terme général d’une suite pfkqkě1 de fonctions mesurables, alors les applications
suivantes de X dans R :

inf
k
fk sup

k
fk lim sup

k
fk lim inf

k
fk

sont mesurables. En particulier, si limk fkpxq existe pour tout x P X, alors la fonction f : X Ñ R définie pour
tout x P X par fpxq “ limk fkpxq est également mesurable.

Démonstration. Pour (i) il suffit d’appliquer la proposition 3.15 avec une fonction ϕ continue bien choisie. La
preuve de (ii) est laissée en exercice.
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4 Fonctions simples et leur intégrale de Lebesgue
On va voir que la définition de l’intégrale de Lebesgue d’une fonction indicatrice d’une partie mesurable

est naturelle. On cherche donc, pour définir plus généralement l’intégrale des fonctions mesurables positives, à
les approcher par des « combinaisons linéaires » d’indicatrices de parties mesurables. Ce point de vue motive
l’introduction des fonctions simples.

Définition 4.1. Soit X un ensemble. Une fonction s : X Ñ R est une fonction simple si s ne prend qu’un
nombre fini de valeurs (i.e. spXq est une partie finie de R).

Proposition 4.2. Si s est simple, alors il existe un unique n P Ną0, pα1, . . . , αnq P Rn, pAiq1ďiďn P PpXq

forment une partition de X tels que

s “

n
ÿ

i“1

αi1Ai
.

Démonstration. Soit n le nombre de valeurs et notons α1, . . . , αn ces n valeurs distinctes. Notons pour 1 ď i ď n,
Ai :“ s´1ptαiuq. Ainsi définit, les pAiqi partitionnent X. Pour tout i “ 1, . . . , n, x P Ai, on a spxq “ αi et
n
ř

j“1

αj1Aj
pxq “ αi. Ainsi, l’égalité de la proposition est vraie.

Définition 4.3. On appelle écriture canonique d’une fonction simple la décomposition

s “

n
ÿ

i“1

αi1Ai
.

Proposition 4.4. Si X est un ensemble et pBiqi“1,...,n P PpXq, pβiqi“1,...,n P R, alors

s “

n
ÿ

i“1

βi1Bi

est simple.

Démonstration. La fonction s prend un nombre fini de valeurs, incluses dans
"

ÿ

iPI

βi | I Ă rr1, nss

*

qui est fini.

L’écriture
n
ř

i“1

βi1Bi n’est pas, en général, la décomposition canonique.

Exemple 4.5. On a 1r0,`8r ` 1s´8,0r “ 1R. À gauche, l’écriture est non canonique. Plusieurs écritures sont
possibles mais une seule est canonique.

Proposition 4.6. La somme et le produit de deux fonctions simples sont simples.

Démonstration. Si s et t prennent un nombre fini de valeurs, disons respectivement tαi; i “ 1, . . . , nu et
tβj ; j “ 1, . . . ,mu, alors s ` t et st prennent des valeurs qui sont incluses respectivement dans tαi ` βj ; p1 ď

i ď nq p1 ď j ď mqu et tαiβj ; p1 ď i ď nq p1 ď j ď mqu.

De plus, si s “
n
ř

i“1

αi1Ai
et t “

m
ř

j“1

βj1Bj
sont les décompositions canoniques de s et t, alors

s ` t “
ÿ

1ďiďn
1ďjďm

pαi ` βjq1AiXBj et st “
ÿ

1ďiďn
1ďjďm

αiβj1AiXBj .

On peut même remarquer que

maxps, tq “
ÿ

1ďiďn
1ďjďm

maxpαi, βjq1AiXBj
et minps, tq “

ÿ

1ďiďn
1ďjďm

minpαi, βjq1AiXBj
.

Ces propriétés de stabilités par `, ˆ, max, min, se généralisent au cas d’un nombre fini de fonctions simples :
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Exemple 4.7. Si pour tout k “ 1, . . . ,K,

spkq “

nk
ÿ

i“1

α
pkq

i 1
A

pkq

i

est une écriture canonique, alors
K
ÿ

k“1

spkq “

K
ÿ

k“1

nk
ÿ

i“1

α
pkq

i 1 Ş

1ďiďK

A
pkq

i
.

Proposition 4.8. Soit pX,Aq un espace mesurable et s : X Ñ R une fonction simple. La fonction s est pA,BpRqq-
mesurable si et seulement si il existe n P Ną0, des parties deux à deux disjointes Ai P A et des réels αi p1 ď i ď nq

tels que l’on ait s “
n
ř

i“1

αi1Ai
.

Remarque 4.9. Soit X un ensemble à deux éléments : X “ ta, bu muni de la tribu grossière : A “ t∅, Xu. On
voit que s “ 1tau ` 1tbu est mesurable alors que ni tau, ni tbu ne l’est. Ceci est dû au fait que ce n’est pas la
décomposition canonique, qui est ici s “ 1X .

Démonstration. ‚ Supposons que s est mesurable. Comme les singletons sont des fermés de R, en particulier
les tαiu et donc leurs préimages Ai “ s´1ptαiuq sont dans A.
‚ Réciproquement, si les pAiqi sont dans A, alors pour tout I Ă t1, . . . , nu,

Ť

iPI

Ai P A (stable par union

dénombrable de A). Or l’ensemble P des préimages par s est justement

P “

"

ď

iPI

Ai | I Ă t1, . . . , nu

*

.

Ainsi, P Ă A.

Définition 4.10. Soit pX,A, µq un espace mesuré et E P A. Si s : X Ñ Rě0 est une fonction mesurable simple
écrite sous la forme

s “

r
ÿ

i“1

αi1Ai

avec αi P Rě0 et Ai P A, pour tout i, alors l’intégrale de Lebesgue de s sur E est définie comme étant :
ż

E

sdµ :“
r

ÿ

i“1

αiµpAi X Eq.

Lemme 4.11. Soit pX,A, µq un espace mesuré et soit s, t : X Ñ Rě0 des fonctions simples mesurables. On a
les propriétés suivantes.
(i) Pour tout E P A,

ż

E

ps ` tqdµ “

ż

E

sdµ `

ż

E

tdµ.

(ii) Soit pEiqiě1 une suite d’éléments deux à deux disjoints de A. On a alors

ż

E

sdµ “

`8
ÿ

n“1

ż

En

sdµ

avec E :“
`8
Ť

k“1

Ek.

Démonstration. (i) On a s ` t “
ř

1ďiďn
1ďjďm

pαi ` βjq1AiXBj et donc

ż

E

ps ` tqdµ “
ÿ

i,j

pαi ` βjqµpE X pAi X Bjqq

“
ÿ

i,j

αiµpE X Ai X Bjq `
ÿ

i,j

βjµpE X Ai X Bjq.
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Mais
ř

i,j

αiµpE X Ai X Bjq “
ř

i,j

αip
ř

j

µpE X Ai X Bjqq “
ř

i,j

αiµ
`

Ů

j

E X Ai X Bj

˘

. De plus,
Ů

j

E X Ai X Bj “

E X Ai X
Ů

j

Bj “ E X Ai.

Ainsi,
ÿ

i

αiµpE X Aiq “

ż

E

sdµ.

On fait de même avec la deuxième somme et on a
ÿ

j

βjµpE X Bjq “

ż

E

tdµ

d’où l’égalité annoncée.
(ii) On a :

ż

Ť

nPN

En

sdµ “
ÿ

i

αiµ

ˆˆ

ď

nPN

En

˙

X Ai

˙

“
ÿ

i

αi

ÿ

nPN

µpEn X Aiq

“
ÿ

nPN

ż

En

sdµ.
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5 Intégrale de Lebesgue de fonctions mesurables positives
On va maintenant définir l’intégrale des fonctions mesurables positives à partir de la définition de l’intégrale

des fonctions mesurables positives simples.

Définition 5.1. Soit pX,A, µq un espace mesuré et E P A. Soit f : X Ñ r0,`8s une fonction mesurable (on
munit r0,`8s de sa tribu borélienne). L’intégrale de Lebesgue de f sur E est définie comme étant :

ż

E

f dµ :“ sup
sďf

ż

E

sdµ

où le sup est pris sur les fonctions mesurables simples positives s : X Ñ Rě0 telles que spxq ď fpxq pour tout
x P X.

On peut aisément vérifier que la définition de
ş

E
sdµ ne dépend que de s et pas du choix des réels αi ou des

parties mesurables Ai.

Remarque 5.2. En conservant les notations de la définition, on se donne E P A. Soit f une application définie
sur E (mais pas, a priori, sur X) et à valeurs dans r0,`8s. On peut encore définir l’intégrale de f sur E : on note
A|E “ tA P A; A Ă Eu (dont on peut vérifier, en exercice, que c’est une tribu sur E) et µ|E : A|E Ñ r0,`8s la
restriction de µ à A|E . On a alors que pE,A|E , µ|Eq est un espace mesuré et si f est pA|E ,Bpr0,`8sqq-mesurable,
alors on définit

ż

E

f dµ|E .

Si maintenant, g : X Ñ r0,`8s est pA,Bpr0,`8sqq-mesurable, alors g|E est pA|E ,Bpr0,`8sqq-mesurable (où
g|E désigne la restriction de g à E) et on a

ż

E

g dµ “

ż

E

g|E dµ|E .

On souhaite que la définition ci-dessus d’intégrale satisfasse un certain nombre de propriétés « intuitives », dont
on sait par exemple qu’elles sont vraies dans le cas de l’intégrale de Riemann. On établit ci-dessous quelques
unes de ces propriétés.

Théorème 5.3. Soit pX,A, µq un espace mesuré. Soit f, g : X Ñ r0,`8s des fonctions mesurables et soit E P A.
(i) Si fpxq ď gpxq pour tout x P E, alors

ż

E

f dµ ď

ż

E

g dµ.

(ii) On a,
ż

E

f dµ “

ż

X

pf ˆ 1Eqdµ.

(iii) Si µpEq “ 0, alors
ż

E

f dµ “ 0.

(iv) S’il existe des parties E0 Ă X et E1 P A telles que E0 Ă E1, µpE1q “ 0 et pour tout x P EzE0, fpxq “ 0,
alors

ş

E
f dµ “ 0.

(v) Si A P A et A Ă E, alors
ż

A

f dµ ď

ż

E

f dµ.

(vi) Pour tout c ě 0, on a
ż

E

pc ¨ fqdµ “ c

ż

E

f dµ.

Démonstration. (i) Soit s simple positive mesurable telle que s ď f sur X, alors s ¨ 1E ď g sur X et comme
s ¨ 1E est simple, positive, mesurable, on déduit

ż

E

sdµ “

ż

E

s ¨ 1E dµ ď

ż

E

g dµ.

On conclut en passant au sup sur les fonctions s.
(ii) On a la série d’égalités :

ż

E

f dµ “ sup
sďf

ż

E

sdµ “ sup
sďf

ż

X

s ¨ 1E dµ “ sup
tďf ¨1E

ż

X

tdµ “

ż

X

f ¨ 1E dµ.
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(iii) Soit s positive, mesurable, simple telle que spxq ď fpxq pour tout x P X. La définition de l’intégrale des
fonctions simples montre que

ş

E
sdµ “ 0 puisque µpEq “ 0. On conclut par passage au sup sur s.

(iv) Soit s : X Ñ Rě0 simple mesurable telle que spxq ď fpxq pour tout x P X. Par hypothèse sur f , on a donc

spxq “ 0 pour tout x P EzE0. Dans l’écriture s “
r
ř

i“1

αi1Ai
, on peut prendre α1 “ 0 (quitte à renuméroter les

αi). On a donc EzE0 Ă A1 et Ai Ă E0 Ă E1 pour tout i ě 2. En particulier, Ai “ Ai X E1 vérifie µpAiq “ 0,
pour tout i ě 2. Par croissance de µ, on a donc µpAi X Eq “ 0 dès que i ě 2 et on conclut :

ż

E

sdµ “

r
ÿ

i“1

αiµpAi X Eq “ 0 `

r
ÿ

i“2

αiµpAi X Eq “ 0.

On obtient l’assertion souhaitée en passant au sup sur les fonctions s ď f .
Les assertions suivantes sont laissées en exercice.

Dans le point (iv) du théorème apparaît la notion de partie négligeable, sur laquelle on reviendra longuement
dans le chapitre suivant. On donne dès à présent la définition de telles parties de X.

Définition 5.4 (Partie négligeable, fonction nulle presque partout). Soit pX,A, µq un espace mesuré
et soit f : X Ñ R une fonction mesurable.
(i) Une partie E0 Ă X est dite µ-négligeable s’il existe E1 P A tel que E0 Ă E1 et µpE1q “ 0.
(ii) On dit que f est nulle µ-presque partout s’il existe une partie µ-négligeable E0 Ă X telle que fpxq “ 0 pour
tout x P XzE0.

En utilisant le vocabulaire introduit dans cette définition, on peut déduire du point (iv) du théorème que
l’intégrale sur X d’une fonction mesurable positive et nulle presque partout vaut 0.

On souhaite aussi bien sûr que l’intégrale ainsi construite soit linéaire (i.e. que « l’intégrale de f ` g est la
somme de l’intégrale de f et de l’intégrale de g »).

On va voir dans la section suivante que ce point n’est pas évident à établir et nécessite le recours à un
résultat important du cours : le théorème de convergence monotone, ainsi que le résultat suivant qui précise
l’idée suivant laquelle on peut approcher les fonctions mesurables positives par des fonctions simples mesurables.

Théorème 5.5 (Approximation des fonctions mesurables positives). Soit pX,Aq un espace mesurable
et soit f : X Ñ r0,`8s. On munit r0,`8s de sa tribu de Borel. La fonction f est mesurable si et seulement si
il existe une suite psiqiě1 de fonctions simples mesurables sur X vérifiant,

p@n P Nq p@x P Xq 0 ď s1pxq ď s2pxq ď ¨ ¨ ¨ ď snpxq ď fpxq et fpxq “ lim
kÑ`8

skpxq.

Démonstration. ‚ Pour le sens réciproque, fixons x P X, la suite psnpxqqně1 croît donc converge dans r0,`8s.
D’après le théorème 3.16 du chapitre 3, la fonction f : X Ñ r0,`8s définie pour tout x P X par

fpxq :“ lim
nÑ`8

snpxq

est mesurable (comme limite ponctuelle de fonctions mesurables).
‚ Pour le sens direct, on définit pour tout n P Ną0 :

ϕn “

ˆ n2n´1
ÿ

k“0

k

2n
¨ 1

r k
2n , k`1

2n r

˙

` n ¨ 1rn,`8s.

D’après la proposition précédente, chaque ϕn : r0,`8s Ñ R est une fonction simple mesurable (relativement
aux tribus de Borel de r0,`8s et R), positive et l’on vérifie que la suite de terme général sn “ ϕn ˝ f : X Ñ R
convient.
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6 Théorème de convergence monotone de Lebesgue
Un ingrédient permettant d’établir la linéarité de l’intégrale des fonctions mesurables positives, qui est aussi

l’un des résultats les plus importants de ce cours est le théorème suivant.

Théorème 6.1 (Convergence monotone de Lebesgue). Soit pX,A, µq un espace mesuré et soit fn : X Ñ

r0,`8s le terme général d’une suite de fonctions mesurables telles que,

p@n ě 1q p@x P Xq fnpxq ď fn`1pxq

alors la fonction

f : X Ñ r0,`8s

x ÞÑ lim
nÑ`8

fnpxq

est mesurable. De plus, la suite p
ş

X
fn dµqně1 converge et

lim
nÑ`8

ż

X

fn dµ “

ż

X

f dµ.

Démonstration. Notons
I :“

ż

X

f dµ

et pour tout n P N,

In :“

ż

X

fn dµ.

Comme la suite de fonction pfnq est croissante et majorée par f , la suite pInqn (qui est à valeurs dans r0,`8s)
est croissante, donc sa limite (qui est éventuellement infinie) existe et cette suite est majorée par I, de sorte que
l’on a

lim
nÑ`8

In ď I.

Pour démontrer l’inégalité dans l’autre sens, considérons une fonction simple mesurable s qui vérifie 0 ď s ď f .
Soit c une constante strictement inférieure à 1. Posons pour tout n P N,

Xn :“ tx P X; fnpxq ď c ¨ spxqu.

Les ensembles Xn sont mesurables, car les fonctions pfnqn et s le sont et pour tout n P N, l’ensemble Xn peut
donc se réécrire comme la préimage d’un borélien par une application mesurable. De plus, la suite pXnqn est
croissante car la suite pfnqn est croissante. Enfin,

Ť

nPN

Xn “ X. Pour tout x P X, la suite pfnpxqqn converge

simplement vers fpxq et fpxq ě spxq ą c ¨ spxq. En utilisant la définition de l’intégrale d’une fonction simple, on
en déduit

lim
nÑ`8

ż

Xn

sdµ “

ż

X

sdµ.

Par ailleurs, on a

In ě

ż

Xn

fn dµ ě c

ż

Xn

sdµ.

En prenant la limite des deux côtés, on en déduit

lim
nÑ`8

In ě c

ż

Xn

sdµ.

En faisant tendre c vers 1, on en déduit que

lim
nÑ`8

In ě

ż

X

sdµ.

Comme cette inégalité est vraie pour toute fonction simple positive mesurable s majorée par f , on obtient bien
que

lim
nÑ`8

In ě I.
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Le théorème de convergence monotone combiné au théorème 5.5 du chapitre 5 et au lemme 3.16 du chapitre
4 permet d’obtenir finalement les propriétés générales de linéarité souhaitées.

Théorème 6.2 (Linéarité de l’intégrale des fonctions positives). Soit pX,A, µq un espace mesuré. On
a les propriétés suivantes :
(i) Si f, g : X Ñ r0,`8s sont mesurables, alors pour tout E P A,

ż

E

pf ` gqdµ “

ż

E

f dµ `

ż

E

g dµ.

(ii) Soit fn : X Ñ r0,`8s le terme général d’une suite de fonctions mesurables. La fonction

f : X Ñ r0,`8s

x ÞÑ

`8
ÿ

n“1

fnpxq

est mesurable et pour tout E P A, on a

ż

E

f dµ “

`8
ÿ

n“1

ˆ
ż

E

fn dµ

˙

.

(iii) Si f : X Ñ r0,`8s est mesurable et si pEiqiě1 est une suite d’éléments deux à deux disjoints de A, alors

ż

E

f dµ “

`8
ÿ

n“1

ż

En

f dµ

avec E :“
8
Ť

k“1

Ek.

Démonstration. (i) On a vu qu’il existe une suite croissante psnqn de fonctions simples mesurable qui converge
simplement vers f et de même, une suite de fonctions simples mesurables qui converge simplement vers g, alors
psn ` tnqn est une suite de fonctions simples mesurables qui converge simplement vers f ` g. On a que pour
tout n,

ż

X

psn ` tnqdµ “

ż

X

sn dµ `

ż

X

tn dµ.

On applique le théorème de convergence monotone aux 3 intégrales pour arriver à
ż

X

pf ` gqdµ “

ż

X

f dµ `

ż

X

g dµ.

(ii) On applique le théorème de convergence monotone à la suite des sommes partielles sN pxq “
N
ř

n“0
fnpxq. Cela

donne
lim
N

ż

X

sN dµ “

ż

X

plim
N

sN qdµ

soit

lim
N

N
ÿ

n“0

fn dµ “

ż

X

ˆ `8
ÿ

n“0

fn

˙

dµ

en étendant par récurrence la linéarité de l’intégrale à un nombre finie arbitraire de fonctions. Ainsi,

ÿ

ně0

ż

X

fn dµ “

ż

X

ˆ

ÿ

ně0

fn

˙

dµ.

(iii) Il suffit d’appliquer le théorème de convergence monotone à fN :“
N
ř

n“0
1An

.

Théorème 6.3 (Lemme de Fatou). Soit pX,A, µq un espace mesuré et fn : X Ñ r0,`8s le terme général
d’une suite de fonctions mesurables. On a alors

ż

X

lim inf
nÑ`8

fn dµ ď lim inf
nÑ`8

ż

X

fn dµ.
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Démonstration. Notons gn :“ inf
kěn

fk. C’est une suite croissante de fonction mesurables, donc par le théorème

de convergence monotone,

lim
n

ż

X

gn dµ “

ż

X

lim
n

gn dµ.

On a pour tout n, gn ď fn, donc
ş

X
gn dµ ď

ş

X
fn dµ. On en déduit donc de l’inégalité précédente que

lim inf
n

ż

X

gn dµ ď lim inf
n

ż

X

fn dµ.

Ici, comme la suite pgnqn est croissante, limn

ş

X
gn dµ existe, donc

lim inf
n

ż

X

gn dµ “ lim
n

ż

X

gn dµ

d’où le résultat.

Remarque 6.4. On peut en déduire une autre inégalité avec la limite sup, mais le sens de l’inégalité change !
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7 Théorème de convergence dominée de Lebesgue
On fixe un espace mesuré pX,A, µq.

Définition 7.1. Une fonction f : X Ñ R est µ-intégrable (on dira simplement intégrable lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïté sur l’espace mesuré ambiant) si
(i) f est pA,BpRqq-mesurable,
(ii)

ş

X
|f |dµ ă `8.

On note

L1
pµq :“ L1

pX,A, µq :“ tf : X Ñ R; f est µ-intégrableu.

Pour E P A, on définit pour tout f P L1
pµq,

ż

E

f dµ :“

ż

E

f` dµ ´

ż

E

f´ dµ

où f`pxq “ maxtfpxq, 0u et f´pxq “ maxt´fpxq, 0u pour tout x P X.

On observe que pour toute fonction f , on a les décompositions suivantes :

f “ f` ´ f´ |f | “ f` ` f´

et les propriétés :
f` ě 0 f´ ě 0 suppf` X suppf´ “ ∅.

Remarque 7.2. En utilisant les points (i) et (v) du théorème 5.3 du chapitre 5, on voit que
ż

E

f` dµ ď

ż

X

|f |dµ ă `8 et
ż

E

f´ dµ ď

ż

X

|f |dµ ă `8

puisque f P L1
pµq. Cela permet de justifier que

ş

E
f dµ est définie ci-dessus comme la différence de deux

quantités finies.

Théorème 7.3 (Propriétés de l’intégrale de Lebesgue). On conserve les notations ci-dessus.
(i) L’ensemble L1

pµq est un R-espace vectoriel et pour tout E P A, l’application

L1
pµq Ñ R

f ÞÑ

ż

E

f dµ

est linéaire. En d’autre termes, pour tout f, g P L1
pµq et tout c P R, on a :

ż

E

pf ` gqdµ “

ż

E

f dµ `

ż

E

g dµ et
ż

E

pcfqdµ “ c

ż

E

f dµ.

(ii) Pour tout f, g P L1
pµq et tout E P A :

p@x P Eq fpxq ď gpxq ñ

ż

E

f dµ ď

ż

E

g dµ.

(iii) Pour tout f P L1
pµq et tout E P A :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

E

|f |dµ

(iv) Pour tout f P L1
pµq et toute suite pEiqiě1 d’éléments de A deux à deux disjoints :

ż

E

f dµ “
ÿ

kě1

ż

Ek

f dµ avec E “
ď

kě1

Ek.

(v) Pour tout E P A et tout f P L1
pµq :

ż

E

f dµ “

ż

X

f ¨ 1E dµ.

(vi) Soit E P A. Pour tout f P L1
pµq, si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :

‚ µpEq “ 0 ;
‚ fpxq “ 0 pour tout x P EzE0 où E0 Ă X vérifie E0 Ă E1 pour un E1 P A tel que µpE1q “ 0 ;
alors on a :

ż

E

f dµ “ 0.
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On peut maintenant énoncer le résultat qui est probablement le plus important de tout le cours : le théorème
de convergence dominée de Lebesgue.

Théorème 7.4 (Convergence dominée de Lebesgue). Soit pX,A, µq un espace mesuré et soit

g : X Ñ r0,`8r, fn : X Ñ R

avec n ě 1 des fonctions µ-intégrables satisfaisant les deux hypothèses suivantes :

‚ hypothèse de domination : p@x P Xq |fnpxq| ď gpxq,
‚ hypothèse de convergence simple : la suite pfnpxqqně1 converge simplement vers une limite fpxq pour tout

x P X.
On a alors,
(i) la fonction f : X Ñ R ainsi définie et les pfnqně1 sont dans L1

pµq.
(ii) lorsque n Ñ `8,

ż

X

|fn ´ f |dµ Ñ 0.

(iii) lorsque n Ñ `8,
ż

X

fn dµ Ñ

ż

X

f dµ.

Démonstration. (i) La fonction f en tant que limite simple de fonctions mesurables est mesurable. De plus, en
passant à la limite dans l’hypothèse de domination, on obtient pour tout x P X, |fpxq| ď gpxq. En intégrant,
cela donne

ż

X

|f | dµ ď

ż

X

|g|dµ

et donc f est dans L1
pµq.

(ii) On considère la suite de fonctions auxiliaires hn :“ 2g ´ |fn ´ f |, qui est une suite de fonctions mesurables
positives, par l’inégalité triangulaire. Par le lemme de Fatou, on a donc

ż

X

lim inf
nÑ`8

hn dµ ď lim inf
nÑ`8

ż

X

hn dµ.

De plus, avec l’hypothèse de convergence simple, on a

lim inf
nÑ`8

hn “ 2g

et donc
ż

X

lim inf
nÑ`8

hn dµ “

ż

X

2g dµ.

D’autre part,

lim inf
nÑ`8

ż

X

hn dµ “

ż

X

2g dµ ´ lim sup
nÑ`8

ż

X

|fn ´ f |dµ.

On a donc
lim sup
nÑ`8

ż

X

|fn ´ f |dµ ď 0.

Puisque |fn ´ f | est positive, cela implique que lorsque n Ñ `8, on a
ż

X

|fn ´ f |dµ Ñ 0.

(iii) Par l’inégalité triangulaire, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

fn dµ ´

ż

X

f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

X

|fn ´ f |dµ

ce qui implique que lorsque n Ñ `8,
ż

X

fn dµ Ñ

ż

X

f dµ.
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8 Ensembles négligeables et espace L1pµq

On fixe un espace mesuré pX,A, µq. On revient dans cette section sur la définition qui va nous permettre de
définir un quotient de l’espace L1

pµq qui a la propriété d’être un R-espace normé complet (autrement dit un
espace de Banach).

Définition 8.1 (Propriété vraie µ-presque partout). Soit P une propriété relative aux éléments x P X
(penser par exemple à une inégalité fpxq ě gpxq entre fonctions mesurables, à une convergence en x d’une suite
de fonctions mesurables, etc...). On dit que P est vérifiée µ-presque partout sur X s’il existe N P A tel que
‚ µpNq “ 0,
‚ P est vérifiée en tout x P XzN .

Exemple 8.2. La fonction indicatrice des rationnels 1Q est nulle λ-presque partout, où λ est la mesure de
Lebesgue sur R.

On notera que l’on n’exige pas dans cette définition que tx P X; P est vérifiée en xu soit un élément de A.
Comme illustration importante des notions ci-dessus, on a la propriété suivante de finitude presque partout

des fonctions mesurables positives.

Lemme 8.3. Soit f : X Ñ r0,`8s une fonction mesurable telle que
ş

f dµ ă `8. Si N :“ tx P X; fpxq “ `8u,
alors µpNq “ 0.

Observons ensuite que deux fonctions positives mesurables coïncidant µ-presque partout sur X ont même
intégrale sur tout E P A.

Lemme 8.4. Soit f, g : X Ñ r0,`8s des fonctions mesurables (resp. f, g : X Ñ R sont éléments de L1
pµq). Soit

N :“ tx P X; fpxq ‰ gpxqu.

Si µpNq “ 0, alors pour tout E P A,
ż

E

f dµ “

ż

E

g dµ.

La réciproque est fausse en général pour les fonctions mesurables positives. On peut en revanche prouver
une forme de réciproque (le cas g “ 0) à la fois pour les fonctions intégrables et pour les fonctions mesurables
positives. C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 8.5. Si f : X Ñ r0,`8s est une fonction mesurable ou si f : X Ñ R est un élément de L1
pµq, alors les

assertions suivantes sont équivalentes.
(i) fpxq “ 0 µ-presque partout ;
(ii) p@E P Aq

ş

E
f dµ “ 0 ;

(iii) on a
ş

X
|f |dµ “ 0.

Démonstration. (i) ñ (ii). Évident.
(ii) ñ (iii). On utilise (ii) avec les ensembles

E` “ f´1pr0,`8sq et E´ “ f´1ps ´ 8, 0rq

qui sont bien dans A comme préimage par des fonctions mesurables de boréliens. On observe que f˘ “ f ˆ1A˘

et on décompose (iii) pour conclure.
(iii) ñ (i). On pose g “ f si f est mesurable positive et g “ |f | si f P L1

pµq. On définit pour n ě 1 :

An :“ tx P X; gpxq ą 2´nu.

On a alors l’inégalité :

2´nµpAnq ď

ż

An

g dµ ď

ż

X

g dµ

et donc comme d’une part µpAnq ě 0 et que d’autre part on a supposé (iii), µpAnq “ 0 pour tout n. Notons

N :“ tx P X; gpxq ‰ 0u.

On a N “
Ť

nPN

An et on en déduit µpNq “ 0. On a donc bien (i).

La notion de « propriété vraie µ-presque partout » permet souvent de renforcer des énoncés donnant des
propriétés relatives à l’intégrale de fonctions plutôt qu’aux fonctions elles-mêmes. Pour illustrer ce principe, on
donne la « forme forte » suivante :
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Théorème 8.6 (Convergence dominée, forme forte). Soit pX,A, µq un espace mesuré et soit

g : X Ñ Rą0, fn : X Ñ R, pn ě 1q

des fonctions µ-intégrables satisfaisant
(i) pour µ-presque tout x P X, |fnpxq| ď gpxq,
(ii) la suite pfnpxqqně1 admet une limite pour tout x P XzN , où N P A vérifie µpNq “ 0.
Si on définit f : X Ñ R par :

fpxq :“

#

lim
nÑ`8

fnpxq si x R N

0 si x P N

alors f P L1
pµq et pour tout E P A on a :

ż

E

f dµ “ lim
nÑ`8

ż

E

fn dµ.

Donnons maintenant la construction de l’espace L1pµq à partir de L1
pµq. On conserve les notations ci-dessus

et on définit sur L1
pµq la relation d’équivalence „µ :

pf „µ gq ô pf “ g µ-presque partoutq.

D’après le lemme 8.4, si f P L1
pµq et f „µ g, alors g P L1

pµq. De plus :

V0pµq “ tf P L1
pµq; f „µ 0u “ tf P L1

pµq; f “ 0 µ-presque partoutu

est un sous-R-espace vectoriel de L1
pµq. La relation d’équivalence „µ permet de définir l’espace L1pµq.

Définition 8.7. Soit pX,A, µq un espace mesuré. On note L1pµq l’ensemble des classes d’équivalences de L1
pµq

pour la relation „µ.

De manière équivalente, L1pµq est l’espace vectoriel quotient L1
pµq{V0pµq et une classe d’équivalence de

L1
pµq pour la relation „µ (i.e. un élément de L1pµq) est une partie de L1

pµq du type

f ` V0pµq :“ tf ` g; g P V0pµqu

pour un f P L1
pµq. On notera alors f “ f ` V0pµq l’élément de L1pµq, dont f est un représentant dans L1

pµq.
Le R-espace vectoriel quotient L1pµq a des propriétés remarquables. Tout d’abord, il est naturellement muni
d’une norme.

Proposition 8.8. L’application

L1pµq ÑRě0

f ÞÑ}f}1 :“

ż

X

|f | dµ

est une norme sur L1pµq.

Démonstration. On a déjà vu que l’on a, même sur L1,
‚ }f ` g}L1 ď }f}L1 ` }g}L1 ;
‚ p@λ P Rq }λf}L1 “ |λ| ¨ }f}L1 .

De plus, si }f}L1 “ 0 i.e.
ş

X
|f | dµ “ 0, alors f “ 0 p.p. i.e. f „ 0, soit f “ 0 dans L1.

Proposition 8.9. Soit pX,A, µq un espace mesuré et soit pfnqně1 une suite de L1
pµq ; si

ÿ

ně1

ż

X

|fn|dµ ă `8

alors il existe une partie N Ă X de mesure nulle et une fonction f P L1
pµq tels que

(i) p@x P XzNq |fnpxq| ă `8 et fpxq “
ř

ně1
fnpxq ;

(ii) p@A P Aq
ş

A
f dµ “

ř

ně1

ş

A
fn dµ ;

(iii) On a lim
nÑ`8

ş

X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f ´
n
ř

k“1

fk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dµ “ 0.
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Démonstration. (i) Pour x P X, on définit la fonction ϕ : X Ñ r0,`8s par

ϕpxq :“
`8
ÿ

k“1

|fkpxq|.

La fonction ϕ est mesurable comme limite d’une suite de fonctions mesurables (la suite des sommes partielles
associées à la suite pfnqně1). Par positivité de |fk|, le théorème de convergence monotone s’applique et donne

ż

X

ϕdµ “ lim
nÑ`8

ż

X

n
ÿ

k“1

|fk|dµ “ lim
nÑ`8

n
ÿ

k“1

ż

X

|fk|dµ “

`8
ÿ

k“1

ż

X

|fk|dµ ă `8

où la dernière inégalité provient de l’hypothèse faite dans la proposition. Ainsi, ϕ P L1
pµq et donc l’ensemble

N :“ tx P X; ϕpxq “ `8u est un élément de A de mesure nulle. Définissons f : X Ñ R par

fpxq “

$

&

%

0 si x P N
`8
ř

k“1

fkpxq si x P XzN

L’inégalité triangulaire montre que f P L1
pµq, puisque ϕ P L1

pµq.
(ii) Définissons pour cela la fonction g : X Ñ R et les fonctions gn : X Ñ R pour n ě 1 par

g :“ ϕ1XzN , gn “

ˆ n
ÿ

k“1

fk

˙

1XzN .

Ces fonctions sont pA,BpRqq-mesurables, comme sommes de produits de fonctions mesurables. Aussi, g est à
valeurs positives et comme µpNq “ 0, on a

ż

X

g dµ “

ż

X

ϕdµ ă `8

de sorte que g P L1
pµq. Comme pgnqně1 converge simplement vers f sur X, le théorème de convergence dominée

affirme alors que f P L1
pµq et que pour tout A P A,

ż

A

f dµ “ lim
nÑ`8

ż

A

gn dµ “ lim
nÑ`8

ż

A

n
ÿ

k“1

fk dµ “

`8
ÿ

n“1

ż

A

fn dµ

où la seconde égalité utilise à nouveau le fait que µpNq “ 0.
(iii) Notons que l’égalité

f ´

n
ÿ

k“1

fk “ f ´ gn

est vraie pour µ-presque tout x P X. Aussi, fpxq ´ gnpxq Ñ 0 lorsque n tend vers `8 pour tout x P X. Enfin,
f ´ gn P L1

pµq puisque |f ´ gn| ď |f | ` g et que cette dernière somme de fonctions est intégrable. L’application
du théorème de convergence dominée donne alors :

lim
nÑ`8

ż

X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f ´

n
ÿ

k“1

fk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dµ “ lim
nÑ`8

ż

X

|f ´ gn|dµ “ 0.

On conclut en donnant une propriété très importante de l’espace vectoriel normé pL1pµq, } ¨ }1q.

Théorème 8.10. Si pX,A, µq est un espace mesuré et si pfnqně1 est une suite de Cauchy de L1
pµq, alors :

(i) il existe f P L1
pµq et une suite extraite pfφpnqqně1 de pfnq qui converge µ-presque partout vers f .

(ii) la suite pfnqně1 (toute entière) converge vers f dans L1
pµq, i.e. lorsque n tend vers `8 :

}fn ´ f}1 :“

ż

X

|fn ´ f |dµ Ñ 0.

(iii) le R-espace vectoriel normé pL1pµq, } ¨ }1q est un espace de Banach.
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Démonstration. (i) Comme la suite pfnqně1 est de Cauchy pour } ¨ }1, il existe une application strictement
croissante φ : Ną0 Ñ Ną0 telle que pour tout i ě 1 :

}fφpi`1q ´ fφpiq}1 ă 2´i.

Considérons alors la suite de terme général gn “ fφpn`1q´fφpnq, pour n ě 1. C’est une suite de L1
pµq satisfaisant

l’hypothèse de la proposition 8.9 d’après ce qui précède. En appliquant la proposition, on en déduit l’existence
de g P L1

pµq coïncidant µ-presque partout avec
ÿ

iě1

fφpi`1q ´ fφpiq.

On pose alors f :“ fφp1q ` g et on voit donc que f P L1
pµq, car g et fφp1q P L1

pµq et que la suite pfφpnqqně1

converge µ-presque partout vers f .
(ii) Soit ε ą 0. D’après le point (iii) de la proposition 8.9, on a :

0 “ lim
nÑ`8

›

›

›

›

g ´

n
ÿ

i“1

fφpi`1q ´ fφpiq

›

›

›

›

1

“ lim
nÑ`8

}g ´ fφpi`1q ´ fφpiq}1

Il existe donc un entier ℓ tel que pour tout k ě ℓ :

}fφpkq ´ f}1 ď
ε

2
.

Par ailleurs, quitte à augmenter la taille de ℓ, pour n,m ě φpℓq on a

}fn ´ fm}1 ď
ε

2
.

Par l’inégalité triangulaire, on en déduit pour tout n ě φpℓq,

}fn ´ f}1 ď }fn ´ fφpℓq}1 ` }fφpℓq ´ f}1 ď ε.

Ainsi }fn ´ f}1 Ñ 0 lorsque n tend vers `8.
(iii) D’après la proposition 8.8, l’espace pL1pµq, } ¨ }1q est R-espace vectoriel normé et on vient de voir qu’il est
complet. C’est donc un espace de Banach.
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9 Lien avec l’intégrale de Riemann
Cette section explique succinctement en quoi l’intégration de Lebesgue est une généralisation de l’intégrale

au sens de Riemann. Rappelons le cadre classique dans lequel la notion d’intégrale au sens de Riemann est en
général développée.

Proposition-Définition 9.1. Fixons un intervalle ra, bs de R.
(i) Une fonction f : ra, bs Ñ R est continue par morceaux si elle est bornée sur ra, bs et si elle admet un nombre
fini de discontinuités sur ra, bs.
(ii) Pour tout n ě 1 et tout i P t0, . . . , nu, on note

ai “ a ` i
b ´ a

n
.

Si f : ra, bs Ñ R est continue par morceaux alors la suite de terme général

b ´ a

n

n´1
ÿ

i“0

fpaiq

converge et l’intégrale de Riemann de f sur ra, bs est par définition la limite de cette suite.

On montre que toute fonction continue par morceaux sur un intervalle ra, bs est aussi intégrable au sens de
Lebesgue et que les notions d’intégrales de Riemann et Lebesgue coïncident alors.

Proposition 9.2. Si f : ra, bs Ñ R est une fonction continue par morceaux, alors f P L1
pλra,bsq, où λra,bs est la

restriction à ra, bs de la mesure de Lebesgue λ sur R. De plus les notions d’intégrale de Riemann et Lebesgue
coïncident, i.e.

ż

ra,bs

f dλra,bs “

ż b

a

fpxqdx.

Démonstration. ‚ La mesurabilité de f relativement aux tribus boréliennes de ra, bs et R est claire, puisque à
un nombre fini de points près, on peut partitionner ra, bs en un nombre fini d’intervalles ouverts, sur lesquels
f se restreint en une fonction continue. L’intégrabilité de f sur ra, bs s’en déduit du fait que f est bornée sur
l’intervalle compact ra, bs.
‚ Soit n ě 1. On note paiq0ďiďn la subdivision de ra, bs définie dans la définition-proposition précédente. On
considère la suite de fonctions de terme général gn : ra, bs Ñ R :

gnpxq “

n´1
ÿ

i“0

fpaiq1rai,ai`1rpxq ` fpbq1tbupxq.

Chaque gn est simple et la continuité par morceaux de f sur ra, bs assure que gnpxq Ñ fpxq pour λ-presque tout
x P ra, bs. Enfin on a pour tout n ě 1 et pour tout x P ra, bs, la majoration :

|gnpxq| ď sup
ra,bs

|f |.

Du fait que f est continue par morceaux sur ra, bs, le membre de droite est fini et donc λ-intégrable sur ra, bs
qui est un intervalle fermé borné. Le théorème de convergence dominée de Lebesgue permet alors de conclure
que f P L1

pλra,bsq et que
ż

ra,bs

gnpxqdλpxq ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ż

ra,bs

f dλ.

Comme gn est simple pour tout n, on voit que le membre de gauche vaut b´a
n

n´1
ř

i“0

fpaiq, ce qui termine la

preuve.
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10 Mesure produit, théorème de Fubini et Tonelli
On n’expose la théorie des espaces mesurés produits que pour la classe des espaces mesurés σ-finis, que l’on

définit maintenant.

Définition 10.1. Soit pX,A, µq un espace mesuré. On dit que pX,A, µq est σ-fini s’il existe une suite pAnqnPN

de A telle que µpAnq ă `8 pour tout n et X “
Ť

ně0
An.

Cette hypothèse est par exemple vérifiée quand µpXq ă `8 (donc en particulier quand µ est une mesure
de probabilité, i.e. µpXq “ 1), quand X “ N muni de la tribu discrète et de la mesure de comptage, ou quand
X “ Rn muni de la mesure de Lebesgue. La méthode de base pour calculer une intégrable d’une fonction de
deux variables est de se ramener à des intégrales de fonctions d’une variable. Pour cela il nous faut d’abord
expliquer comment on peut munir X ˆY d’une structure d’espace mesuré quand X,Y sont tous les deux munis
d’une telle structure.

Proposition-Définition 10.2. (i) Soit pX,A1, µ1q et pY,A2, µ2q deux espaces mesurés σ-finis. On note A1 bA2

la tribu sur X ˆ Y engendrée par les parties de la forme A ˆ B, où A P A1, B P A2 ; on l’appelle tribu produit
des tribus A1 et A2.
(ii) Il existe alors une unique mesure ν sur A1 bA2 vérifiant νpAˆBq “ µ1pAqµ2pBq pour tout A P A1 et tout
B P A2. Cette mesure est notée µ1 b µ2.
(iii) L’espace mesuré pX ˆ Y,A1 bA2, µ1 b µ2q est σ-fini.

On n’essaiera pas de rentrer dans le détail de la construction de cette mesure produit. Notons que, pour
les tribus boréliennes des espaces Rd, on a BpRn`m

q “ BpRn
q b BpRm

q et que, si λd désigne la mesure de
Lebesgue sur Rd, alors on a toujours λn`m “ λn b λm. La mesure produit µ1 b µ2 étant définie à partir de
µ1 et µ2, on s’attend à ce qu’il en aille de même de l’intégrale d’une fonction mesurable positive relativement à
µ1 b µ2. C’est effectivement le contenu des théorèmes de Fubini (cas des fonctions intégrables) et Tonelli (cas
des fonctions mesurables positives).

Théorème 10.3 (Tonelli). Soit pX1,A1, µ1q et pX2,A2, µ2q deux espaces mesurés σ-finis. Si f : X1 ˆ X2 Ñ

r0,`8s est une fonction A1 bA2-mesurable, alors :
(i) y ÞÑ fpx, yq est une fonction pA2,Bpr0,`8sqq-mesurable pour tout x P X1. De plus x ÞÑ

ş

X2
fpx, yqdµ2pyq

est une fonction pA1,Bpr0,`8sqq-mesurable.
(ii) x ÞÑ fpx, yq est une fonction pA1,Bpr0,`8sqq-mesurable pour tout y P X2. De plus y ÞÑ

ş

X1
fpx, yqdµ1pxq

est une fonction pA2,Bpr0,`8sqq-mesurable.
(iii) On a :

ż

X1ˆX2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “

ż

X1

ˆ
ż

X2

fpx, yqdµ2pyq

˙

dµ1pxq

“

ż

X2

ˆ
ż

X1

fpx, yqdµ1pxq

˙

dµ2pyq.

Dans le cas particulier des fonctions boréliennes, on obtient :

Corollaire 10.4 (Tonelli pour les fonctions boréliennes). Soit m, p deux entiers ě 1, U Ă Rm, V Ă Rp

des boréliens et f : U ˆ V Ñ r0,`8s une fonction borélienne. On a alors :
(i) les fonctions x ÞÑ fpx, yq et y ÞÑ

ş

U
fpx, yqdλm, définies respectivement sur U et V , sont boréliennes.

(ii) les fonctions y ÞÑ fpx, yq et x ÞÑ
ş

V
fpx, yqdλp, définies respectivement sur V et U , sont boréliennes.

(iii) on a :
ż

UˆV

f dλm`p “

ż

xPU

ˆ
ż

yPV

fpx, yqdλppyq

˙

dλmpxq

“

ż

yPV

ˆ
ż

xPU

fpx, yqdλmpxq

˙

dλppyq.

En pratique dans les exercices, m et p vaudront le plus souvent 1 ou 2.

Exemple 10.5. Calculons l’aire du disque unité D “ tpx, yq P R2; x2 ` y2 ď 1u. Par définition, l’aire d’une



30 Théorie de l’intégration, Licence 3ème année

partie D est l’intégrale de la fonction caractéristique de D sur R2, on a donc

airepDq “

ż

R2

1Dpx, yqdλ2px, yq

“

ż

xPr´1,1s

ˆ
ż

yPr´
?
1´x2,

?
1´x2s

dλpyq

˙

dλpxq

“ 2

ż

xPr´1,1s

a

1 ´ x2 dx

“ 2

ż π{2

´π{2

cos2ptqdt “ π

où la dernière étape utilise la coïncidence des intégrales au sens de Riemann et de Lebesgue pour les fonctions
continues bornées sur des intervalles bornés, puis un changement de variable au sens de l’intégrale de Riemann.

Dans le cas où f n’est pas à valeurs positives, on a d’abord besoin de s’assurer que f est intégrable, ce qui
peut être fait en appliquant le théorème de Tonelli. On peut alors appliquer le théorème suivant valable pour
toutes les fonctions intégrables.

Théorème 10.6 (Fubini). Soit pX1,A1, µ1q et pX2,A2, µ2q deux espaces mesurés σ-finis. Si f : X1 ˆ X2 Ñ R
est une fonction de L1

pµ1 b µ2q, alors :
(i) y ÞÑ fpx, yq est une fonction de L1

pµ2q pour presque tout x P X1, et x ÞÑ
ş

X2
fpx, yqdµ2pyq définit un

élément de L1pµ1q.
(ii) x ÞÑ fpx, yq est une fonction de L1

pµ1q pour presque tout y P X2, et y ÞÑ
ş

X1
fpx, yqdµ1pyq définit un

élément de L1pµ2q.
(iii) On a :

ż

X1ˆX2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “

ż

X1

ˆ
ż

X2

fpx, yqdµ2pyq

˙

dµ1pxq

“

ż

X2

ˆ
ż

X1

fpx, yqdµ1pxq

˙

dµ2pyq.

Pour les fonctions boréliennes intégrables, on obtient :

Corollaire 10.7 (Fubini pour les fonctions boréliennes). Soit m, p deux entiers ě 1, U Ă Rm, V Ă Rp

des boréliens, et f : U ˆ V Ñ R une fonction borélienne λm`p-intégrable. On a alors :
(i) les fonctions x ÞÑ fpx, yq et y ÞÑ

ş

U
fpx, yqdλm, définissent respectivement des éléments de L1

pU, λmq et
L1pV, λpq.
(ii) les fonctions y ÞÑ fpx, yq et x ÞÑ

ş

V
fpx, yqdλp, définissent respectivement des éléments de L1

pV, λpq et
L1pU, λmq.
(iii) on a :

ż

UˆV

f dλm`p “

ż

xPU

ˆ
ż

yPV

fpx, yqdλppyq

˙

dλmpxq

“

ż

yPV

ˆ
ż

xPU

fpx, yqdλmpxq

˙

dλppyq.

Remarque 10.8. Dans le cas particulier d’une fonction continue sur un fermé borné U ˆ V de Rm`p, on sait
qu’elle est toujours intégrable sur U ˆV ; le théorème de Fubini s’applique alors automatiquement. En revanche
il faut bien s’assurer que la fonction f est continue et surtout que le domaine d’intégration est fermé borné...

En pratique, les théorèmes de Tonelli et Fubini sont utilisés conjointement ; dans le cas d’une fonction
mesurable de plusieurs variables à valeurs réelles, Tonelli permet de montrer l’intégrabilité de la fonction,
condition nécessaire à l’application de Fubini pour le calcul effectif de l’intégrale multiple.
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11 Théorème fondamental de l’analyse et changement de variable
Dans les cours d’introduction à l’intégration au sens de Riemann, on voit en général très tôt le lien entre

intégration et calcul de primitives. On va voir que ce lien se généralise au cadre de l’intégration au sens de
Lebesgue.

Théorème 11.1 (Fondamental de l’analyse). Soit f : ra, bs Ñ R une fonction λ-intégrable, où λ désigne la
mesure de Lebesgue sur R. Considérons F : ra, bs Ñ R définie par

F pxq “

ż

ra,bs

fptq1ra,xsptqdλptq

alors F est dérivable λ-presque partout sur ra, bs et pour λ-presque tout x P ra, bs, on a

F 1pxq “ fpxq.

Démonstration. Dans le cas où l’on suppose f continue, on peut raisonner comme suit. Notons gpx, tq “

fptq1ra,xsptq qui est une fonction mesurable (comme produit de fonctions mesurables) définie sur ra, bs ˆ ra, bs.
Fixons un x P ra, bs et ε ą 0. Par continuité de f en x, il existe α ą 0 tel que pour tout h P r0, αr, on a
|fpx ` hq ´ fpxq| ď ε. En conservant ces notations on a donc :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

h
pF px ` hq ´ F pxq ´ hfpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

h

ˆ
ż

ra,bs

fptqp1ra,x`hsptq ´ 1ra,xsptqqdλptq ´ hfpxq

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

h

ż

ra,bs

pfptq ´ fpxqq1rx,x`hsptqdλptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ

sup
xďtďx`h

|fptq ´ fpxq|

˙

1

h

ż

ra,bs

1rx,x`hsptqdλptq ď ε.

On a donc montré que F est dérivable en tout x P ra, bs et que F 1pxq “ fpxq.
Le cas général se démontre par un argument de densité, on peut en effet montrer que les fonctions continues
sur ra, bs sont denses dans L1

pra, bsq pour la norme } ¨ }1.

Théorème 11.2 (Différentiation de Lebesgue). Si Rn est munit de la mesure de Lebesgue λn et f P

L1pRn
q, alors presque partout en x on a :

1

λnrBpx, rqs

ż

Bpx,rq

|fpyq ´ fpxq| dλnpyq ÝÑ
rÑ0

0.

« L’écart moyen au sens L1 à la fonction tend vers 0 presque partout. »

On donne maintenant un énoncé du théorème de changement de variable dans le cadre de l’intégration de
Lebesgue, qui généralise l’énoncé que l’on rappelle ci-dessous pour l’intégrale de Riemann en dimension 1.

Théorème 11.3. Soit a ă b des nombres réels et soit φ : ra, bs Ñ φpra, bsq une fonction de classe C1 dont la
dérivée ne s’annule pas sur ra, bs. Si f est une fonction définie sur φpra, bsq et n’ayant qu’un nombre fini de
discontinuités sur cet intervalle, alors

ż φpbq

φpaq

fptqdt “

ż b

a

pf ˝ φpxqq φ1pxqdx.

On a bien sûr φpra, bsq “ rφpaq, φpbqs (resp. φpra, bsq “ rφpbq, φpaqs) si φ1pxq ą 0 (resp. φ1pxq ă 0) pour tout
x P ra, bs.

L’énoncé ci-dessous généralise le théorème précédent de deux manières : il est valable pour l’intégrale au
sens de Lebesgue et il est énoncé pour toute dimension d ě 1.

Théorème 11.4 (Formule du changement de variable). Soit d ě 1 et soit U, V des ouverts de Rd. Soit
φ : U Ñ V un difféomorphisme de classe C1 (i.e. une bijection différentiable de classe C1 dont la réciproque est
différentiable de classe C1). Notons pour tout x “ px1, . . . , xdq P U :

φpxq “ pφ1px1, . . . , xdq, . . . , φdpx1, . . . , xdqq.

Le déterminant jacobien de φ en x P U est :

detpJacpφqq “ det

˜

Bx1
f1 ¨¨¨ Bxnf1

...
...

Bx1
fm ¨¨¨ Bxnfm

¸

.
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Si f P L1
pV q, alors la composée

f ˝ φ : U
φ
Ñ V

f
Ñ R

est éléments de L1
pUq et on a

ż

V

f dλd “

ż

U

f ˝ φpxq|detpJacpφqq|dλdpxq.

Exemple 11.5. Exemple fondamental : l’intégral de Gauss. Soit

I “

ż

R

e´x2

dx

on a alors
I2 “

ˆ
ż

R

e´x2

dx

˙ˆ
ż

R

e´y2

dy

˙

“

ż

R2

e´px2
`y2

q dx dy (par Fubini-Tonelli).

On va utiliser un changement de coordonnées, des coordonnées euclidiennes vers les coordonnées polaires :
x “ r cospθq, y “ r sinpθq. Posons Ω “ R2 et rΩ “ R` ˆr0, 2πr. Soit

φ : rΩ Ñ Ω

pr, θq ÞÑ pr cospθq, r sinpθqq

c’est une bijection d’inverse
px, yq ÞÑ px2 ` y2, arctan

´y

x

¯

q

On a
Jacpφq “

´

cospθq ´r sinpθq

sinpθq r cospθq

¯

donc detpJacpφqq “ r cos2pθq ` r sin2pθq “ r ě 0. On obtient que

I2 “

ż

rΩ

re´r2 dr dθ “

ż `8

0

ˆ
ż 2π

0

re´r2 dθ

˙

dr (Fubini-Tonelli).

On a donc

I2 “ 2π

ż `8

0

re´r2 dr.

Or, ´2re´r2 “ d
dr pe´r2q ô re´r2 “ ´ 1

2
d
dr pe´r2q, d’où

ż `8

0

re´r2 dr “
“

´
1

2
e´r2

‰`8

0
“

1

2
.

On a donc I2 “ 2π ˆ 1
2 “ π et I étant positive, on en déduit que I “

?
π.
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12 Intégrales à paramètre
Le cas d’étude typique auquel cette section s’intéresse est le suivant : soit E un borélien de Rn et soit I un

intervalle de R. On considère une application

f : E ˆ I Ñ R

px, tq ÞÑ fpx, tq

et on s’intéresse aux propriétés (continuité, dérivabilité, ...) de la fonction

F : I Ñ R

t ÞÑ

ż

E

fpx, tqdλnpxq

(Pour que cette fonction soit bien définie, il faut pour tout t P I, que x ÞÑ fpx, tq soit dans L1
pEq, ou bien soit

positive mesurable - auquel cas on doit en général autoriser des valeurs infinies pour F -). Le paramètre dont il
est question dans le titre de cette section est ici t.

On se concentre d’abord sur un résultat assurant la continuité de la fonction F ci-dessus (localement en un
t0 P I, puis globalement en I).

Théorème 12.1 (Continuité sous le symbole
ş

). Soit pX,A, µq un espace mesuré, soit E P A et soit I Ă R
un intervalle. On considère une application f : E ˆ I Ñ R. Soit t0 P I. Supposons que :
(i) pour t ‰ t0 dans un voisinage de t0, la fonction définie par x ÞÑ fpx, tq est éléments de L1

pµ|Eq, où µ|E

désigne la restriction de la mesure µ à la partie mesurable E ;
(ii) lim

tÑt0
fpx, tq “ fpx, t0q pour µ-presque tout x P E ;

(iii) il existe g : E Ñ Rě0, élément de L1
pµ|Eq, N P A satisfaisant µpNq “ 0 et ε ą 0 tels que

p@t P Iztt0uq p|t ´ t0| ă ε ñ p|fpx, tq| ď gpxq; @x P EzNqq.

On a alors que l’application définie par x ÞÑ fpx, t0q définit un élément de L1pµ|Eq et on a la formule

lim
tÑt0

ż

E

fpx, tqdµpxq “

ż

E

fpx, t0qdµpxq.

Démonstration. Il s’agit d’une application du théorème de convergence dominée. On utilise l’interprétation
séquentielle de la continuité : on introduit une suite ptnqně1 de I dont tous les termes sont distincts de t0 et qui
converge vers t0. On considère alors la suite dont le terme général est défini par fnpxq “ fpx, tnq.

La conséquence suivante est évidente. Le résultat traduit le fait qu’une fonction est par définition, continue
sur un intervalle si elle est continue en chacun de ses points.

Corollaire 12.2. On conserve les notations du théorème précédent. On suppose que :
(i) pour t P I, la fonction définie par x ÞÑ fpx, tq est élément de L1

pµ|Eq, où µ|E désigne la restriction de la
mesure µ à la partie mesurable E ;
(ii) pour µ-presque tout x P E, l’application I Ñ R définie par t ÞÑ fpx, tq est continue ;
(iii) il existe g : E Ñ Rě0, élément de L1

pµ|Eq, telle que pour tout t P I et pour µ-presque tout x P E, on a

|fpx, tq| ď gpxq.

On a alors que l’application définie sur I par t ÞÑ
ş

E
fpx, tqdµpxq est continue sur I.

On souhaite maintenant étudier la dérivabilité de la fonction F . L’analogue du théorème 12.1 est le suivant.

Théorème 12.3 (Dérivabilité sous le symbole
ş

). Soit pX,A, µq un espace mesuré, soit E P A et soit
I Ă R un intervalle ouvert. On considère une application f : E ˆ I Ñ R. Soit t0 P I. Supposons que :
(i) il existe ε ą 0 tel que pour t P st0 ´ ε, t0 ` εr Ă I, la fonction définie par x ÞÑ fpx, tq est élément de L1

pµ|Eq ;
ainsi on a bien notre fonction F : st0 ´ ε, t0 ` εr Ñ R ;
(ii) pour ε ą 0 comme dans (i), l’application t ÞÑ fpx, tq est dérivable sur st0 ´ ε, t0 ` εr pour µ-presque tout
x P E ; on note Bf

Bt px, tq cette dérivée ;
(iii) il existe g : E Ñ Rě0, élément de L1

pµ|Eq, N P A satisfaisant µpNq “ 0 et ε ą 0 comme dans (i) et (ii) :

p@t P Iztt0uq |t ´ t0| ă ε ùñ

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bt
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gpxq p@x P EzNq

˙

.
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On a alors que l’application donnée pour t P st0´ε, t0`εr définie par x ÞÑ
Bf
Bt px, tq définit un élément de L1pµ|Eq

et l’application F de (i) est dérivable en t0 et

F 1pt0q “

ż

E

Bf

Bt
px, t0qdµpxq.

Démonstration. On procède de manière analogue à la preuve du théorème 12.1.

De même que pour la continuité, on a la forme « globale » suivante du théorème précédent.

Corollaire 12.4. On conserve les notations du théorème précédent. On suppose que :
(i) pour t P I, la fonction définie par x ÞÑ fpx, tq est élément de L1

pµ|Eq, où µ|E désigne la restriction de la
mesure µ à la partie mesurable E,
(ii) l’application t ÞÑ fpx, tq est dérivable sur I pour µ-presque tout x P E ; on note Bf

Bt px, tq cette dérivée,
(iii) il existe g : E Ñ Rě0, élément de L1

pµ|Eq, telle que pour tout t P I et pour µ-presque tout x P E, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bt
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gpxq.

On a alors que l’application définie pour tout t P I par x ÞÑ
Bf
Bt px, tq est élément de L1pµ|Eq. De plus, l’application

F de (i) est dérivable sur I et pour tout t0 P I,

F 1pt0q “

ż

E

Bf

Bt
px, t0qdµpxq.

Exemple 12.5. Application à l’étude de la fonction Gamma d’Euler :

pt ą 0q Γptq “

ż `8

0

xt´1e´x dx.

Posons fpx, tq “ xt´1e´x. On commence par observer que :

p@t ą 0q fp¨, tq P L1pr0,8r,Bpr0,`8r, λ1q.

De plus, fpx, tq “ ept´1q lnpxq´x et pour tout x P s0,8r,

Bf

Bt
px, tq “ plnpxqqept´1q lnpxq´x “ lnpxqxt´1e´x

À cause de la dégénérescence de Bf
Bt en t “ 0 (le terme en 1

x , qui empêche d’isoler une fonction de domination
g1 P L1) on introduit δ ą 0 tel que Iδ “ sδ,`8r et g1pxq “ | lnpxq|xδ´1e´x qui est bien L1 et qui domine Bf

Bt
pour t P Iδ. Ainsi, par dérivation sous l’intégrale, on a

Γ1ptq “

ż `8

0

lnpxqxt´1e´x dx p@t P sδ,`8rq p@δ ą 0q

donc pour tout t ą 0. En observant que pour tout k P Ną0, on a :

Bkf

Btk
px, tq “ plnpxqqkxt´1e´x

et donc, en posant
gkpxq “ plnpxqqkxδ´1e´x

on a que gk P L1 et que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bkf

Btk
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gkpxq p@t P Iδq.

Ainsi, la fonction Γ est C8 sur Rą0 avec

p@t ą 0q p@k P Nq Γkptq “

ż `8

0

plnpxqqkxt´1e´x dx.
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